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Aufgabe 1: Gravitative Rotverschiebung und die Messung der

Sternmasse

[

(a) (3 Punkte)

Ein Photon der Frequenz f besitzt eine effektive trdge Masse m, die durch seine Energie
bestimmt ist. Nehmen Sie an, dass seine schwere Masse gleich dieser tragen Masse ist. Demnach
verliert ein an der Oberflache eines Sterns emittiertes Photon Energie, wenn es dem
Gravitationsfeld des Sterns entkommt. Zeigen Sie, dass die Frequenzverschiebung A f des
Photons beim Weg von der Sternoberflache ins Unendliche durch

Af GM

~

f " Rc?

fur Af < f gegeben ist, wobei:

(G = Gravitationskonstante
R = Radius des Sterns
c = Lichtgeschwindigkeit

e M = Masse des Sterns.

Somit kann die in groBBer Entfernung vom Stern gemessene Rotverschiebung einer bekannten
Spektrallinie zur Bestimmung des Verhaltnisses M/R verwendet werden. Ist R bekannt, ldsst
sich die Masse des Sterns bestimmen.

(b) (12 Punkte)

Im Rahmen eines Experiments zur Messung sowohl der Masse M als auch des Radius R eines
Sterns in unserer Galaxie wird eine unbemannte Raumsonde gestartet. An der Oberflache des
Sterns werden Photonen von He " -lonen emittiert. Diese Photonen kénnen durch
Resonanzabsorption an He™ -lonen in einer Messkammer der Raumsonde nachgewiesen werden.
Resonanzabsorption tritt nur auf, wenn den He ™ -lonen eine Geschwindigkeit in Richtung des
Sterns verliehen wird, die die Rotverschiebungen genau ausgleicht.

Wahrend sich die Raumsonde dem Stern radial nahert, wird die Geschwindigkeit relativ zum Stern
(v = Bc) der He™ -lonen in der Messkammer bei Absorptionsresonanz als Funktion des Abstands
d von der (ndchstgelegenen) Sternoberflache gemessen. Die Messdaten sind in der folgenden
Tabelle dargestellt.

Nutzen Sie die Daten vollstandig aus, um die Masse M und den Radius R des Sterns grafisch zu
bestimmen. Eine Abschatzung der Unsicherheiten lhres Ergebnisses ist nicht erforderlich.
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Daten zur Resonanzbedingung

Geschwindigkeitsparameter 3 =uv/c (x107°) 3.352 3.279 3.195 3.077 2.955
Abstand von der Sternoberfliche d (x10%m) 3890 1998 1332 899  6.67

(c) (5 Punkte)

Bei der Bestimmung von R und M in einem solchen Experiment wird Uiblicherweise die
Frequenzkorrektur aufgrund des RiickstoBes des emittierenden Atoms berilicksichtigt. [Die
thermische Bewegung flihrt zu einer Verbreiterung der Emissionslinien, ohne die
Emissionsmaxima zu verschieben. Daher diirfen wir annehmen, dass alle thermischen Effekte
bertcksichtigt worden sind.]

(i) (4 Punkte)

Nehmen Sie an, dass das Atom aus der Ruhe zerfallt, wobei ein Photon und ein riickstoBendes
Atom entstehen. Leiten Sie den relativistischen Ausdruck fiir die Energie h f eines emittierten
Photons in Abhangigkeit von A E (der Differenz der Ruheenergien der beiden atomaren Niveaus)
und der anfanglichen Ruhemasse mg des Atoms her.

(ii) (1 Punkt)

A
Schatzen Sie daraus die relativistische Frequenzverschiebung (—f fur He™ -lonen
recoil
numerisch ab.

Ihr Ergebnis sollte wesentlich kleiner sein als die in Teil (b) erhaltene gravitative Rotverschiebung.

Daten:
Lichtgeschwindigkeit ¢ = 3.0x10%ms!
Ruheenergie von He  mgoc? = 4 x 938(MeV)
Bohrsche Energie E, = | — 1352Z2 (eV)
Gravitationskonstante G = 6.7 x 10" Nm? kgf2

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Ubersetzt.

Antworten

e (QQMitAf = fo — failt

Af GM

~

f = Re|

e (b) Ein Diagramm von 1/5 gegen 1/d ergibt naherungsweise eine Gerade. Unter
Verwendung aller finf Messwerte erhalt man

R~1.1x10%m, M ~ 5.2 x 10*° kg|.

Die entsprechende relative Frequenzverschiebung von der Oberflache bis ins Unendliche
betragt ungefihr —3.46 x 10°.
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¢ (c)(i) Die exakte Photonenenergie ist

- an (i 22 )]

2mgc

e (c)(ii) Fir einen Ubergang n; — nygin He* gilt

A 1 1
<—f) ~-725x107° | = - = ||
f recoil n?f n?

Ihr Betrag liegt fiir Ubergénge zwischen gebundenen Zustinden unter 7.3 x 10~2.
Beispielsweise ergibt 2 — 1 den Wert —5.4 X 10*9, der mehrere Tausend Mal kleiner ist

als die gravitative Verschiebung.

L
Losung
(a)

Das Photon hat die Energie E = hf, sodass seine effektive trage und schwere Masse unter den
Annahmen der Aufgabenstellung

hf

m = ?
betragt. Das Gravitationspotential auBerhalb des Sterns ist
GM
B(r) = ———.

Wenn sich das Photon von der Oberflache ins Unendliche bewegt, nimmt seine gravitative potentielle
Energie um GMm /R zu. Aus der Energieerhaltung folgt daher

GMm
RAf~ -2
R
Dabei kann m in erster Ordnung als konstant behandelt werden, da die relative Anderung der
Photonenenergie klein ist. Einsetzen von m = hf/c2 ergibt

GM hf
RAf~ —— 2
f TR
und somit
Af N_GM
f  Re|

Das negative Vorzeichen kennzeichnet eine Rotverschiebung. Die Naherung setzt GM/(RC2) <1
voraus.

(b)

Am Ort der Raumsonde betragt der Abstand vom Sternzentrum » = R + d. Wendet man dieselbe
Energiebetrachtung zwischen R und R + d an, so ergibt sich fiir die Frequenz f,, die ein relativ zum
Stern ruhender Beobachter misst,

GM (1 1
fr:f“ll_ 2 (E_Rer)]’
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wobei f die emittierte Ubergangsfrequenz ist. RiickstoBkorrekturen werden hier vernachlassigt und in
Teil (c) untersucht.

Wir definieren die positive relative gravitative Frequenzabnahme als

e(d) =

c2

GM<1

1)'

R R+d

Die Photonen bewegen sich nach auBen, wahrend sich die absorbierenden lonen zum Stern hin

bewegen. Daher nehmen die lonen eine Doppler-Blauverschiebung wahr:

Daf ~ 3 x 1073, gilt

gilt. Folglich erhalt man

fion = ’Y(l +18)fr = fr

1-e)(1+8)~1

1+8

1-48°

fion = fr(l + /3)

Resonanzabsorption erfordert f;,, = fo, sodass in erster Ordnung

—

B~c¢

B

c2

__GM(l

i

R+d

1 >_GM d

Rc? R+d

mit der erforderlichen Genauigkeit.

Durch Bildung der Kehrwerte ergibt sich ein linearer Zusammenhang:

Man tragt daher

auf. Schreibt man die Gerade als Y = A + BX, so lauten ihr Ordinatenabschnitt und ihre Steigung

Damit sind beide Unbekannten bestimmt:

Die fuinf einzuzeichnenden Punkte lauten bei zweckmaBiger Skalierung der Achsen:

X/(107° m~1)
0.25707
0.50050
0.75075
1.11235
1.49925
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Y /10%
2.98329
3.04971
3.12989
3.24992
3.38409

1

d

l_ Rc? n R2czl
B GM GM d
Y—1 gegen X =
B
Rc? R2c?
A:— B: .
GM’ GM
R—B M- c’B
AT - GA2|
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Der Graph ist naherungsweise eine ansteigende Gerade. Eine unter Verwendung aller flinf Punkte
bestimmte Ausgleichsgerade ist

Y X
10 107" m-!

Somit betragen der Ordinatenabschnitt und die Steigung in unskalierten Einheiten
A~ 2.8917 x 10%, B ~ 3.2489 x 10" m.
Der extrapolierte Schnittpunkt mit der horizontalen Achse liegt bei —A/B ~ —8.90 x 10 m1.

Daraus folgt

3.2489 x 10'? 8
R = —~1.12x10° m,
2.8917 x 10

und

.0 x 10%)%(3.2489 x 10"
M= 30 0_1)1(3 89 x 04) ~ 5.2 x 10% kg.
(6.7 x 1011)(2.8917 x 10%)2

Mit einer flr eine grafische Bestimmung angemessenen Genauigkeit ergibt sich

R~ 1.1 x10%m, M ~ 5.2 x 10% kg|.

Die Rotverschiebung von der Oberflache bis ins Unendliche betragt

Af  GM 1 ;
T__RCQ__Z__346X10 .

Dies bestatigt auch die Gliltigkeit der durchgehend verwendeten Naherung eines schwachen

Gravitationsfeldes.

(c)(i)

Das Atom habe anfangs die Ruhemasse mg und im Endzustand die Ruhemasse m. Die Differenz
zwischen den beiden inneren Ruheenergien ist

AE = (mg —mq)c’.

Wir schreiben die Energie des emittierten Photons als E7 = hf. Da das Atom anfangs ruht, muss das
rickstoBende Atom aufgrund der Impulserhaltung einen Impuls mit dem Betrag

Ey

p=—
C

besitzen. Unter Verwendung der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung flir das Atom im
Endzustand liefert die Energieerhaltung

moc® = E, + \/m%c‘1 +p2c?=E,+ \/mfc‘l + E2.
Umstellen und Quadrieren ergibt
(moc® — E,)? = mict + E',%,
also

g, lm—md)e?
2m0
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Einsetzen von m; = my — AE/c? liefert

hf = AE —

E)?

2

(A

2mgc

-5 (1-

AFE

2mgc

2

)}

Dieser Ausdruck ist flir den beschriebenen Zweikorperzerfall exakt. Die Photonenenergie ist kleiner als

die Differenz der inneren Energien, da ein Teil der Energie in kinetische Energie des rickstoBenden

Atoms Ubergeht.

(c)(ii)
Ohne RiickstoB wiare die Ubergangsfrequenz fo = AE/h. Daher gilt
f—fo _ AR
fo 2mgc?

Da die Korrektur sehr klein ist, betragt die relative RlickstoBverschiebung

(

Af
f

) ~Y
recoil

AE

Fir He™ gilt Z = 2, und die angegebene Bohrsche Formel liefert

E, =

54.4

——eV.

n2

Somit gilt fiir die Emission beim Ubergang von n; nach ny<n;

AFE =544 (

Die angegebene Ruheenergie betragt

1 1

2 2

2moc?

)ev.

moc? = 4 x 938 MeV = 3.752 x 10° eV.

Daraus folgt

Af
f

(

) ~ —7.25 x 107° (
recoil

1

2
Ny

1

n:

)]

7

Fiir jeden Ubergang zwischen gebundenen Zustianden gilt AE < 54.4 €V, woraus sich die numerische

obere Abschatzung

e
f

recoil

<73x107°

ergibt. Beispielsweise gilt fiir den Ubergang 2 — 1

AE =544 (

und daher

1— =

4

1
) = 40.8

eV,

Af

f

(

> ~ —5.4x107?|
recoil, 2—1
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Selbst die obere Abschatzung ist mehrere Tausend Mal kleiner als die gravitativen Verschiebungen von
ungefahr 3 x 107° in Teil (b).

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen. Wo diese Losung von der offiziellen Losung abweicht, enthalt die
offizielle Losung einen Fehler oder Druckfehler.

Aufgabe 2: Schallausbreitung

[
Einleitung

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Schall im Ozean hangt von der Tiefe, der Temperatur und
dem Salzgehalt ab. Abbildung 1(a) unten zeigt den Verlauf der Schallgeschwindigkeit ¢ mit der
Tiefe z fur einen Fall, in dem der minimale Geschwindigkeitswert ¢g auf halber Strecke zwischen
der Meeresoberflache und dem Meeresboden auftritt. Beachten Sie, dass der Einfachheit halber
z = 0 in der Tiefe dieses Schallgeschwindigkeitsminimums, z = zg an der Oberflache und

z = —z; am Meeresboden gewahlt ist. Oberhalb von z = 0 ist ¢ gegeben durch

c=cy+bz.
Unterhalb von z = 0 ist ¢ gegeben durch
c=cy—bz.

de

In beiden Fallen gilt b = , das heiBt, b ist der Betrag des Schallgeschwindigkeitsgradienten

z
bezliglich der Tiefe; b wird als konstant angenommen.

£

is

/' e=cy+ bz

Co

c=cy— bz

Abbildung 1 (a)
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Abbildung 1 (b)

Abbildung 1(b) zeigt einen Schnitt durch den Ozean in der z—z-Ebene, wobei x eine horizontale
Richtung bezeichnet. Die Abhangigkeit von ¢ von z ist in Abbildung 1(a) dargestellt. An der
Position z = 0, z = 0 befindet sich eine Schallquelle S. Von S geht ein ,Schallstrahl” unter einem
Winkel 8¢ aus, wie in der Abbildung gezeigt. Aufgrund der Abhangigkeit von ¢ von z wird der
Strahl gebrochen.

(a) (6 Punkte)

Zeigen Sie, dass die Bahn des Strahls, der von der Quelle S ausgeht und auf die z—z-Ebene
beschrankt ist, einen Kreisbogen mit dem Radius R bildet, wobei
Co .. T
R=———— fir 0<6,<—.
bsin 6, =70

(b) (3 Punkte)

Leiten Sie einen Ausdruck mit zg, ¢g und b her, der den kleinsten Wert des Winkels 6, fiir nach
oben gerichtete Strahlen angibt, die sich ausbreiten konnen, ohne dass die Schallwelle an der
Meeresoberflache reflektiert wird.

(c) (4 Punkte)

Abbildung 1(b) zeigt die Lage eines Schallempfangers H, der sich an der Position z = 0, x = X
befindet. Leiten Sie einen Ausdruck mit b, X und ¢y her, der die Folge der Winkel 8y angibt, unter
denen der Schallstrahl von S ausgehen muss, um den Empfanger H zu erreichen. Nehmen Sie an,
dass zg und zp hinreichend groB sind, sodass eine Reflexion an der Meeresoberflache oder am
Meeresboden ausgeschlossen ist.

(d) (2 Punkte)
Berechnen Sie die vier kleinsten Werte von 6, fiir die gebrochene Strahlen von S aus H

erreichen, wenn

e X =10000 m
e cp=1500ms!
e b=0.02000s"1
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(e) (5 Punkte)

Leiten Sie einen Ausdruck fiir die Zeit her, die der Schall benétigt, um von S nach H entlang der
Strahlbahn zu gelangen, die dem kleinsten Wert des Winkels 6 aus Teil (c) entspricht. Berechnen
Sie diese Laufzeit fur die in Teil (d) angegebenen Bedingungen. Das folgende Ergebnis kann

/ dx T
- = Intan (—)
sin x 2

Berechnen Sie die Zeit, die der direkte Strahl bendtigt, um von S nach H entlang von z = 0 zu
gelangen. Welcher der beiden Strahlen kommt zuerst an: der Strahl mit 8y = 7r/2 oder der Strahl
mit dem kleinsten Wert von 6y, der in Teil (d) berechnet wurde?

hilfreich sein:

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Gibersetzt.

Antworten

(a) Jeder Abschnitt, der vollstandig oberhalb oder unterhalb von z = 0 liegt, ist ein
Kreisbogen mit

Co
~ bsinf, [

Der Fall 8, = 0 ist der gerade, vertikale Strahl und entspricht R — oo.

e (b) Der Grenzwinkel ist

. Co
it istiey, — G0 H—1]
co+ bzg

Bei Gleichheit beriihrt der Strahl die Oberflache tangential; bei groBeren Winkeln kehrt er
unterhalb der Oberflache um.

e (c) Fur anfanglich nach oben gerichtete, gebrochene Strahlen gilt

2nc
_ 0
90771 = tan ( DX )

wobei n die Anzahl der Kreisbogen zwischen Quelle und Empfanger angibt. Fir den
direkten Strahl gilt 6 = /2.

n=1,2.3,...,

=

e (d) Die vier kleinsten Winkel sind

86.19°, 88.09°, 88.73°, 89.05°|
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e (e) Fir den kleinsten Winkel, n = 1, gilt

2 bX\2 bX
t; = 21 1 = | ~6.6625s|.
YT . * (260) i 2co °

Die Laufzeit des direkten Strahls betragt

X
tdirect = c_ ~ 6.667 S|.
0

Der gebrochene Strahl kommt zuerst an, und zwar um etwa |4.93 ms | friiher.

L

Losung

Wir verwenden die geometrische Akustik: Die Wellenlange ist hinreichend kurz, sodass sich die
Ausbreitung durch Strahlen in einem stationaren, lokal isotropen Medium beschreiben lasst. Die
Schallgeschwindigkeit hangt nur von z ab.

(a)

Wir betrachten das Medium als eine Abfolge diinner horizontaler Schichten. Das Snelliussche

Brechungsgesetz liefert, wenn der Winkel zur vertikalen Normalen dieser Schichten gemessen wird,
sin 6 sin 0
c(2) T

=b

wobei p entlang des Strahls konstant ist.

Es sei s die Weglange entlang des Strahls. Flr einen Strahl, der sich in Richtung zunehmender z-Werte
ausbreitet, gilt

T sin 6, % = cos .
Im oberen Bereich gilt ¢ = ¢ + bz. Differenzieren von sin # = pc entlang des Strahls ergibt
cosf % = pb ;l_,z = pbcos .
Damit gilt, wobei sich der Wert am horizontalen Umkehrpunkt durch stetige Fortsetzung ergibt,
do bsin 6,
P T

Die Anderungsrate der Tangentenrichtung beziiglich der Bogenldnge ist die Kriimmung. Da sie konstant
ist, verlauft die Bahn kreisformig, mit

R— 1 . Co
~ pb  bsinb, |

Der Kreis lasst sich auch explizit bestimmen. Mit ds = R df und der Anfangsposition £ = z = 0 erhalt
man

z = R(cosf, — cosb), z = R(sin @ — sin ).
Da Rsin 6y = ¢(/b gilt, folgt aus diesen Gleichungen
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_ 2 Co 2
(z — Rcosby) +<z—|— b) = R*|.

Der Mittelpunkt des oberen Kreisbogens liegt somit bei

<Rcos€0, —C—g)).

Unterhalb von z = 0 wechselt der Gradient sein Vorzeichen, sodass df/ds = —pb gilt. Die Krimmung
wechselt ihr Vorzeichen, wahrend ihr Betrag l/R bleibt. Ein Strahl, der z = 0 durchquert, folgt daher
aufeinanderfolgenden Kreisbdgen gleichen Radius.

Fur 89 = 0 ergibt das Snelliussche Brechungsgesetz einen vertikalen Strahl mit der Kriimmung null. Die
angegebene Radiusformel ist im Sinne des Grenzfalls R — oo zu verstehen.

(b)
Am hdchsten Punkt eines nach oben verlaufenden Bogens ist der Strahl horizontal, sodass § = /2
gilt. Das Snelliussche Brechungsgesetz ergibt dann

1 _ sinfy

co + bZmax Co

Co 1
Zmax = . —1].
b \ sinf

Fur den Grenzstrahl, der die Meeresoberflache gerade nicht durchquert, gilt zmax = zg. Daher ist

9

und somit

Co

sin 0 min = —————
R eg + bzg

also

. Co
Oomin = sin H [ ——— ) |.
co + bzg

Da zZmax Mit zunehmendem @y abnimmt, kehren Strahlen mit Winkeln oberhalb dieses Grenzwerts

unterhalb der Oberflache um. Gleichheit entspricht dem Fall einer streifenden Berlihrung; ein strikt
positiver Abstand zur Oberflache erfordert 89 > Oo,mm.

(c)
Auf dem ersten oberen Kreisbogen kehrt der Strahl zu z = 0 zurlick, wenn
sin # = sin 6, 0=m—0,.
Seine horizontale Verschiebung an diesem Durchgangspunkt betragt
D = R|[cosfy — cos(m — 0y)] = 2R cos 6.
Mit dem Radius aus Teil (a) ergibt sich

2
D = %cot@o .

Die Geschwindigkeit ist bei z = 0 stetig, sodass dort auch die Richtung des Strahls stetig ist. Die
gleichen Betrage des Gradienten oberhalb und unterhalb von z = 0 flihren zu abwechselnd oberen und
unteren Kreisbogen, die jeweils dieselbe horizontale Entfernung D (iberspannen.
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Der Empfanger wird nach einer ganzzahligen Anzahl n dieser Bogen erreicht:

2nc

X =nD = cot 6, n=1213,....

Daher gilt

2nc
Bon = tan_1< bXO) .

Diese Winkel nehmen mit n zu, sodass der kleinste Winkel einem einzigen oberen Kreisbogen

2c
9071 = tan_l <b—)§> .

Aus der Symmetrie ergeben sich auch entsprechende Bahnen flr anfanglich nach unten gerichtete

entspricht:

Strahlen. Der horizontale direkte Strahl, 8g = 7r/2, stellt eine zusatzliche Bahn dar.

(d)
Der Zahlenfaktor in der Winkelformel betragt
2co 2(1500)
bX  (0.02000)(10000)

Damit gilt 8y, = tan~'(15n), woraus sich ergibt:

15.

n tanfyy, Oo.n

1 15 86.19°

2 30 88.09°

3 45 88.73°

4 60 89.05°
(e)

Wir bezeichnen den kleinsten Abstrahlwinkel mit 81 = 6g 1. Dieser Strahl verlauft entlang eines
einzigen oberen Kreisbogens, wobei 8 von 01 auf m — 61 zunimmt.

Die Laufzeit ist

Entlang dieses Bogens gilt
Co

ds = Rd#, c= sinf = bR sin 6.

sin 6,

L Lyt ar (6 0
l_b/el sinf b o\2)], -

Mit tan[(m — 61)/2] = cot(6;/2) erhalt man

t = 2neot [ 2
1—anO 5 .

Folglich ist

eulersolve.org/ipho/1995/
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Um dies durch die gegebenen GroBen auszudrlicken, definieren wir

bX
u = —— = cot 0.
200
Die Halbwinkelformel ergibt
0 1+ cos@
cot [ — | = —1 =cscl; +cotf; = V1+u?+u.
2 sin 6,

Somit gilt

t —2111 14 bX 2+bX
l—b 200 2(20

Flr die angegebenen Zahlenwerte ist
(0.02000)(10000) 1

2(1500) 15’

/1 1 1
+ 225 15

Der direkte Strahl bleibt bei z = 0, wo seine Geschwindigkeit cg betragt. Seine Laufzeit ist daher
X 10000

tdirect = a == 1500 s = [6.667 s|.

Mit ungerundeten Werten ergibt sich die Differenz

tdivect — t1 = 0.00492842. .. s ~[4.93 ms|

Somit kommt der gebrochene Strahl mit dem kleinsten Abstrahlwinkel zuerst an. Die erhohte
Schallgeschwindigkeit abseits von z = 0 gleicht seine langere Wegstrecke mehr als aus.

also

B 2
~0.02000

t1 In s =|6.662 s|.

Dieser Vergleich folgt auch allgemein aus

_ 2u
t1 = Earsmhu, Ldirect = B

denn fur u > 0 gilt

inh / o
arsinnu = —_— u.
0 V1+v?

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.

Aufgabe 3: Zylindrische Boje

[

(a) (3 Punkte)

Eine Boje besteht aus einem Vollzylinder mit Radius a und Lange [, der aus einem leichten Material
mit einheitlicher Dichte d gefertigt ist. An seiner Unterseite ragt auf halber Lange ein homogener,
starrer Stab radial nach auBen. Die Masse des Stabes ist gleich der Masse des Zylinders, seine
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Lange entspricht dem Durchmesser des Zylinders, und seine Dichte ist groBer als die von
Meerwasser. Diese Boje schwimmt in Meerwasser der Dichte p.

Leiten Sie fur den Gleichgewichtszustand einen Ausdruck her, der den eingezeichneten
Schwimmwinkel a mit d/p verknuipft. Vernachlassigen Sie das Volumen des Stabes.

(b) (4 Punkte)

Wird die Boje durch eine Storung vertikal um eine kleine Strecke z nach unten gedrtickt, so wirkt
auf sie eine resultierende Kraft, durch die sie beginnt, vertikal um ihre Gleichgewichtslage zu
schwingen. Bestimmen Sie die Frequenz dieser vertikalen Schwingungsform in Abhangigkeit von
a, g und a, wobei g die Fallbeschleunigung ist. Nehmen Sie an, dass der Einfluss der
Wasserbewegung auf die Dynamik der Boje deren effektive Masse um ein Drittel erhoht. Sie
durfen annehmen, dass a nicht klein ist.

(c) (8 Punkte)

Bestimmen Sie in der Naherung, dass der Zylinder um seine horizontale Mittelachse pendelt, die
Frequenz dieser Pendelschwingung, wiederum in Abhangigkeit von g und a. Vernachlassigen Sie
in diesem Fall die Dynamik und die Viskositat des Wassers. Der Auslenkwinkel sei klein.

eulersolve.org/ipho/1995/
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(d) (5 Punkte)

Die Boje enthalt empfindliche Beschleunigungsmesser, die die vertikalen Bewegungen und die
Pendelbewegungen messen und diese Informationen per Funk an die Kiste libermitteln konnen. In
relativ ruhigem Wasser wird fir die vertikale Schwingung eine Periodendauer von etwa 1 Sekunde
und fur die Pendelschwingung eine Periodendauer von etwa 1.5 Sekunden gemessen. Zeigen Sie
anhand dieser Angaben, dass der Schwimmwinkel o etwa 90° betragt, und schatzen Sie damit
den Radius der Boje und ihre Gesamtmasse ab, wenn die Zylinderlange [ gleich a ist.

[Sie diirfen p ~ 1000 kgm 2 und g ~ 9.8 ms~2 annehmen.]

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Ubersetzt.

Antworten

e (a) Mit a im BogenmalB gilt

d o — sin o cos o

P 27

e (b) Die Frequenz der vertikalen Schwingung betragt

1 3gsin

f2

" orm 2a(a — sinacosa) |

e (c) Die Frequenz der Pendelschwingung betragt
1 12¢g

fo= o\ 5ot
2wV 29a

a ~ 90°, a~ 0.23 m, M ~ 20 kg|.

e (d)

Werden die angegebenen Periodendauern als exakte Werte verwendet, ergibt sich
a~91.1°

L

Losung

(a)

Die Masse des Zylinders sei m. Der Stab hat dieselbe Masse, also gilt
m = dmra?l, M = 2m.

Der eingetauchte Querschnitt ist ein Kreissegment, das am Mittelpunkt des Zylinders einen Winkel 2«

einschlieBt. Seine Flache ist die Sektorflache abziglich der Dreiecksflache:
1 1
Asup = 5a2(2a) - §a2 sin 2o = a*(a — sina cos ).

Hier und im Folgenden sind die Winkel in diesen Ausdriicken im BogenmaR angegeben.

Wir definieren
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S(a) = o — sinacos a.

Bei Vernachlassigung des Stabvolumens betrégt das verdrangte Volumen a?1S(a). Nach dem
archimedischen Prinzip erfordert das Gleichgewicht

pga’lS(a) = 2dma’lg.
Folglich qilt

(b)
Im Gleichgewicht betragt die Breite des Zylinderquerschnitts an der Wasseroberflache
w = 2asin a.
Die horizontale Schnittflache mit der Wasseroberflache betragt daher wl = 2al sin a.
Wir wahlen die Auslenkung z nach unten positiv. In erster Ordnung in z betragt die Zunahme des
verdrangten Volumens
AV = 2alsina z.

Der Auftrieb im Gleichgewicht gleicht bereits die Gewichtskraft aus. Der zusatzliche Auftrieb liefert
daher die Rickstellkraft

F, = —pgAV = —2pgalsin a z.

Die angegebene Erhohung der effektiven Masse um ein Drittel ergibt

1 4
Mett =M+ —M = —M.
eff + 3 3
Nach Teil (a) gilt fur die tatsachliche Masse
M = pa®lS(a).

Damit lautet die Bewegungsgleichung

%pazlS’(a) Z+4 2pgalsinaz = 0.

Dies ist eine harmonische Schwingung mit

5 3gsina

e 2aS(a)

Die Frequenz in Schwingungen pro Sekunde betragt daher

1 3gsin o
f. g

T o 2a(a — sinacosa) |

Es wurde nur bezliglich der vertikalen Auslenkung linearisiert; eine Naherung fir kleine o wurde nicht
verwendet.

(c)

Wir verwenden die vorgegebene Naherung, dass sich der Zylinder um seine feste horizontale
Mittelachse dreht.
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Da der Zylinder einen kreisformigen Querschnitt hat, bleibt die Geometrie des eingetauchten Bereichs
bei einer Drehung um diese Achse unverandert. Die Auftriebskraft wirkt vertikal durch die Mittelachse
und erzeugt bezlglich dieser kein Drehmoment. Auch die Gewichtskraft des Zylinders wirkt durch
diese Achse. Das rlickstellende Drehmoment stammt daher ausschlieBlich von der Gewichtskraft des
Stabes.

Der Stab erstreckt sich von einem Abstand a bis zu einem Abstand 3a von der Achse. Sein
Schwerpunkt liegt folglich im Abstand 2a. Fiir eine Auslenkung 8 gegeniiber der nach unten gerichteten
Vertikalen gilt

T = —2mgasin 0 ~ —2mga 0,
wobei die letzte Naherung |6| < 1 voraussetzt.

Das Tragheitsmoment des Zylinders bezlglich seiner Mittelachse betragt

2

Icyl — Ema .
Fir den diinnen homogenen Stab liefert der Satz von Steiner
2 2 13 2
Ioa = Em(2a) +m(2a)® = — ma’.

Somit gilt
29
I = Icyl + Irod = ?ma2.

Bei der geforderten Vernachlassigung der Dynamik und der Viskositat des Wassers gilt

I6 = —2mga ¥,
oder

. 12g

0+ —=0=0.

29a
Daher gilt
[ 12g 1 12¢g
“0=\395" 7 35\ 294 |

(d)

Die Periodendauern der vertikalen Schwingung und der Pendelschwingung seien T, bzw. T. Durch
Bildung des Verhaltnisses der quadrierten Frequenzen werden a und g eliminiert:

Ty \? B w? _ 29sino
Tz N wg B SS(Oé) .
Mit T, ~ 1 sund Ty ~ 1.5 s ergibt sich
S(a) N 29 29

~ = — ~1.611.
sin o 8(1.5)2 18 6
Fir oo = 90° = /2 gilt
S
(@) _ 7 1.571,
sin o 2

und das vorhergesagte Verhaltnis der Periodendauern betragt
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To _ /29 519
T, V4n 7777

was mit dem naherungsweise gemessenen Verhaltnis 1.5 vereinbar ist. Lost man die Gleichung mit den
angegebenen Periodendauern, ergibt sich & ~ 91.15°. Somit gilt

o~ 90%],
sodass der Zylinder ungefahr zur Halfte eingetaucht ist.

Die Periodendauer der Pendelschwingung liefert unmittelbar den Radius:

T — 9 29a
9 = 4T 1297
also
3gT?  3(9.8)(1.5)2
_ 9% _ (9-8)(1.5) m ~ 0.231 m.
2972 2972
Daher gilt
a~0.23m]|.

Dal = a, ergibt sich aus der Gleichgewichtsbedingung fir die Gesamtmasse
M = pa*S(a).
Fir a ~ /2 gilt

M ~ % pa® ~ %(1000)(0.231)3 kg ~ 19.4 kg.

Mit dem aus den angegebenen Periodendauern ermittelten Wert o ~ 91.15° ergibt sich M ~ 19.9 kg.
Bei der durch die angegebenen Periodendauern gerechtfertigten Genauigkeit gilt

M ~ 20 kg|

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.
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