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题目 1：相对论粒子

在狭义相对论中，静止质量为  的自由粒子的能量  与动量  之间的关系为

当这样的粒子受到保守力作用时，粒子的总能量，即  与势能之和，保持不变。如果

粒子的能量非常高，就可以忽略其静止能量（这样的粒子称为超相对论粒子）。

1) 考虑一个能量非常高的粒子（其静止能量可以忽略）在大小恒为  的吸引性有心力作用下的一维

运动。设在  时，粒子位于力心，初始动量为 。分别绘制至少一个运动周期内的位置  随时

间  变化的图像，以及动量  随空间坐标  变化的图像，以描述粒子的运动。用给定参数  和 

表示“转向点”的坐标。在  图中用箭头标出运动的进行方向。粒子可能在某些短暂的时间间隔

内不满足超相对论条件，但应忽略这些时间间隔。

请使用答题纸 1。

2) 介子是由两个夸克组成的粒子。介子的静止质量  等于这两个夸克组成的系统的总能量除以

。

考虑一个静止介子的一维模型，假设其中的两个夸克沿  轴运动，并以大小恒为  的力相互吸引。

假设它们可以自由地穿过彼此。在分析夸克的高能运动时，可以忽略夸克的静止质量。在  时，

两个夸克都位于 。分别用  图和  图表示两个夸克的运动，用  和  表示“转向

点”的坐标，在  图中标出运动的进行方向，并求出两个夸克之间的最大距离。

请使用答题纸 2。

3) 将第 2 部分所用的参考系称为  系，实验室参考系称为 ，它以恒定速度  沿  轴负方

向运动。两个参考系的坐标选取为：在  时，  系中  的点与  系中  的点

重合。在  图中绘出两个夸克的运动。用 、  和  表示转向点的坐标，并求出在实验室参

考系  中观测到的两个夸克之间的最大距离。

请使用答题纸 3。

在参考系  和  中观测到的粒子坐标由洛伦兹变换联系起来：

其中， ， ，  是参考系  相对于参考系  的运动速度。

4) 一个介子的静止能量为 ，相对于实验室参考系  的速度为 ，求它在实

验室参考系  中的能量 。
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题目译自官方英文原文。

答案

1. 取 ，并定义

位置—时间图像由依次通过下列各点的直线段组成：

转向点为  和 ，且

以  为横轴、  为纵轴，相图为沿顺时针方向行进的菱形：

2. 定义

夸克 1 的运动与第 1 部分中取  时的运动相同；夸克 2 满足

它们在转向时刻的位置为

两条相轨迹从动量相反的两个顶点出发，沿同一个菱形顺时针行进。因此

3. 此处 。在坐标  中，用直线依次连接下列顶点：

每条轨迹的两个内部顶点就是其转向点。后续各周期的轨迹由平移  后

重复得到。实验室系中同一时刻测得的最大间距为

4. 介子在实验室系中的能量为

p0 > 0

τ0 =
p0

f
, A0 =

cp0

f
.

(t,x) : (0, 0) → (τ0,A0) → (2τ0, 0) → (3τ0, −A0) → (4τ0, 0).

(τ0,A0) (3τ0, −A0)

.T1 =
4p0

f

x p

(x, p) : (0, p0) → (A0, 0) → (0, −p0) → (−A0, 0) → (0, p0).

p∗ =
Mc

2
, τ =

Mc

2f
, a =

Mc2

2f
.

p0 = p∗

x2 = −x1, p2 = −p1.

t = τ : (x1,x2) = (a, −a), t = 3τ : (x1,x2) = (−a, a).

, .T =
2Mc

f
dmax =

Mc2

f

γ = 5/4 (t′/τ,x′/a)

夸克 1： (0, 0) → (2, 2) → (3, 1) → (5, 3),

夸克 2： (0, 0) → (

1
2 , − 1

2 ) → (

9
2 , 7

2 ) → (5, 3).

(Δt′, Δx′) = (5τ, 3a)

.d′
max = a =

Mc2

2f

.E ′ =
Mc2

√1 − 0.602
= 175 MeV
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解答

下文的位置—时间图像以时间为横轴、位置为纵轴。相图以  为横轴、  为纵轴。实验室参考系统一记为

。

1) 大小恒定的有心力作用下的运动

选取初始动量方向为  轴正方向，因此 。在超相对论近似下，

因此，粒子在两次转向之间以速率  运动。按照题目要求，忽略转向点附近不满足超相对论条件的短暂时

间间隔。

吸引力及其对应的一个势能函数为

由能量守恒可得

在空间中的转向点处， ，因此最大位移为

运动开始后， ，因此 。第一次转向发生在经过时间

之后，此时 。力仍然指向原点，因此粒子以负动量返回。穿过原点后，力的符号改变。

一个完整周期如下：

用直线依次连接表中的位置点。在  之前斜率为 ，从  到  斜率为 ，此后斜率为 。在

 时穿过原点并不发生转向。

因此，

相轨迹可直接由能量守恒得到：

它是一个菱形，顶点为 、 、  和 。从上顶点出发，运动依次经过右顶点、

下顶点、左顶点，然后回到上顶点，即沿顺时针方向行进。

x p

S ′

x p0 > 0

Eparticle ≃ c|p|, ẋ =
pc2

Eparticle
≃ c sgn(p).

c

ṗ = −f sgn(x), U(x) = f|x|.

c|p| + f|x| = cp0.

p = 0

A0 =
cp0

f
.

x > 0 p = p0 − ft

τ0 =
p0

f
,

x = cτ0 = A0

t x p

0 0 p0

τ0 A0 0

2τ0 0 −p0

3τ0 −A0 0

4τ0 0 p0

τ0 +c τ0 3τ0 −c +c

2τ0

.T1 = 4τ0 =
4p0

f

.
|x|

A0
+

|p|

p0
= 1

(0, p0) (A0, 0) (0, −p0) (−A0, 0)
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若初始动量为负，则将  和  同时反号；振幅和周期的表达式中使用 。

2) 介子静止参考系中的两个夸克

取两个夸克重合时的相互作用势能为零。当间距为  时，

由于介子静止，两个夸克的初始动量大小相等、方向相反。将初始向右运动的夸克记为夸克 1：

在  时，势能为零。因此，由总能量可得

由对称性，始终有

每个夸克都受到大小为 、指向另一个夸克的力；当它们分开时，这个力也指向原点。因此，每个夸克都

遵循第 1 部分求得的运动规律，其中

完整的能量方程也证实了这一点：

下表给出了绘制一个周期内两种图像所需的数据：

绘制位置—时间图像时，用直线依次连接每个夸克的位置点。两条三角波曲线关于  互为镜像，两个

夸克在  时相互穿过。

对于任一夸克的相图，都有

夸克 1 从  出发，夸克 2 则从  出发。两者都沿菱形顺时针行进。

在转向点处，两个夸克位于相对的两个极端位置，因此

每个夸克的运动周期为

x p |p0|

r = |x1 − x2|

U(r) = fr.

p1(0) = p∗, p2(0) = −p∗.

t = 0

Mc2 = 2cp∗, .p∗ =
Mc

2

x2 = −x1, p2 = −p1.

f

, .τ =
Mc

2f
a = cτ =

Mc2

2f

Mc2 = 2c|p1| + f|x1 − x2| = 2(c|p1| + f|x1|).

t/τ x1/a p1/p∗ x2/a p2/p∗

0 0 1 0 −1

1 1 0 −1 0

2 0 −1 0 1

3 −1 0 1 0

4 0 1 0 −1

x = 0
t = 2τ

.
|xi|

a
+

|pi|

p∗
= 1

(x, p) = (0, p∗) (0, −p∗)

.dmax = 2a =
Mc2

f

.T = 4τ =
2Mc

f
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3) 实验室参考系中的运动和最大间距

给定的变换中，

因此

速度为  的运动段经变换后，速度为

因此，实验室系中所有轨迹线段的斜率也都是  或 。对转向事件进行变换，即可得到这些线段的端

点。

例如，夸克 1 的第一次转向发生在 ，其中 。因此

一个周期内的全部四个转向事件如下：

转向事件

夸克 2，第一次转向

夸克 1，第一次转向

夸克 1，第二次转向

夸克 2，第二次转向

两条轨迹均始于 。静止系中发生在  的相遇事件变为

静止系中周期结束时的事件  变为

这些点和转向点表格完全确定了实验室系中的图像：对每个夸克，用直线依次连接各点。后续各周期由两

条曲线按以下位移平移后重复得到：

为了求出观测到的间距，必须取同一实验室时刻两个夸克的位置：

最初，

因此间距按  增长。夸克 2 首先在  时转向。在该时刻，

β =
3

5
, γ =

5

4
,

γ(1 + β) = 2, γ(1 − β) =
1

2
.

u = ±c

u′ =
u + βc

1 + βu/c
= ±c.

+c −c

(t,x) = (τ, a) a = cτ

t′ = γτ(1 + β) = 2τ, x′ = γa(1 + β) = 2a.

t′ x′

τ

2
=

Mc

4f
−
a

2
= −

Mc2

4f

2τ =
Mc

f
2a =

Mc2

f

3τ =
3Mc

2f
a =

Mc2

2f

9τ

2
=

9Mc

4f
7a

2
=

7Mc2

4f

(t′,x′) = (0, 0) (t,x) = (2τ, 0)

(t′,x′) = (

5τ

2
,

3a

2
).

(4τ, 0)

(t′,x′) = (5τ, 3a).

Δt′ = 5τ = γT , Δx′ = 3a.

d′(t′) = |x′
1(t′) − x′

2(t′)|.

x
′
1 = ct′, x

′
2 = −ct′,

2ct′ t′ = τ/2

x′
1 =

a

2
, x′

2 = −
a

2
,
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所以 。

从  到 ，两个夸克都以速率  向右运动：

因此，它们的间距保持为 。随后间距减小，在  时降为零，再增大，在  时重新达到 ，此后保

持为  直到 ，然后减小，在  时降为零。这一变化规律不断重复。

因此

实验室系中转向时刻的不同至关重要：静止系中同时发生的两个转向事件，在实验室系中并不同时发生。

4) 介子在实验室系中的能量

对于整个介子，其在静止系中的总动量为零，总能量为 。对其能量进行变换可得

代入给定数值，

因此

解答已与官方解答核对。

题目 2：超导磁体

超导磁体广泛应用于实验室。最常见的超导磁体是由超导线绕制的螺线管。超导磁体的奇妙之处在

于，它能够产生强磁场而不会因焦耳热而耗散能量，这是因为当磁体浸没在温度为 4.2 K 的液氦中

时，超导线的电阻变为零。通常，磁体配有一个专门设计的超导开关，如图 1 所示。开关的电阻  可

以控制：在超导态下为 ，在正常态下为 。在持续电流模式下，电流通过磁体和超导开

关无限期地循环流动。持续电流模式允许在切断外部电源后，仍长时间维持稳定的磁场。

图 1 未给出超导开关的具体结构。它通常是一小段超导线，外面缠绕着加热丝，并与液氦浴适当地热

绝缘。加热时，超导线的温度升高，恢复到具有电阻的正常态。  的典型值为几欧姆。这里假设它

为 。超导磁体的电感取决于其尺寸；假设图 1 中磁体的电感为 。通过调节电阻 ，可以改

变总电流 。

本题仅根据所绘图线评分！

箭头表示 、  和  的正方向。

d′ = a

t′ = τ/2 t′ = 2τ c

x
′
1 = ct′, x

′
2 = ct′ − a.

a 5τ/2 3τ a

a 9τ/2 5τ

.d
′
max = a =

Mc2

2f
=

1

2
dmax

Mc2

E ′ = γ(E + βcPx) = γMc2.

γ =
1

√1 − 0.602
=

1

0.80
= 1.25,

.E ′ = 1.25(140 MeV) = 175 MeV

r

r = 0 r = rn

rn

5 Ω 10 H R

I

I I1 I2

eulersolve.org/ipho/1994/ 6 / 18



图 1

1) 如果控制总电流  和超导开关的电阻 ，使它们分别按照图 2a 和图 2b 所示的方式随时间变化，

并假设最初流过磁体和开关的电流  和  相等（图 2c 和图 2d），那么它们在  到  之间如何

随时间变化？请在图 2c 和图 2d 中画出你的答案。

图 2a

2b

2c

2d

I r

I1 I2 t1 t4
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2) 假设在  时闭合电源开关 ，此时 、 、 ，总电流  为 。保持

 闭合，使超导开关的电阻  按图 3b 所示的方式变化。请分别在图 3a、图 3c 和图 3d 中画出相

应的 、  和  随时间的变化。

图 3a

3b

3c

3d

3) 超导开关处于正常态时，只允许小于  的小电流通过；电流较大时，开关会烧毁。假设从

 到 ，超导磁体工作在持续电流模式，即 ，且 （例如 ）、

，如图 4 所示。如果要将通过磁体的电流减小到零以停止实验，你会如何操作？这需要分

几个操作步骤完成。请在图 4 中画出 、 、  和  的相应变化。

图 4a

t = 0 K r = 0 I1 = 0 R = 7.5 Ω I 0.5 A

K r

I I1 I2

0.5 A

t = 0 t = 3min I = 0 I1 = i1 20 A

I2 = −i1

I r I1 I2
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4b

4c

4d

4) 假设磁体工作在持续电流模式，持续电流为 （  到 ，见图 5）。你会如何将

其改变为电流为 30a 的持续电流模式？请在图 5 中画出你的答案。

图 5a

5b

5c

20 A t = 0 t = 3min
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5d

题目译自官方英文原文。

答案

1. 在整个规定的变化过程中，

因此，  从  时的  线性下降到  时的 ，随后线性上升，在  达到其平台值

时变为零，并在经过  和  的过程中始终保持为零。

2. 电源电动势为 。最初，

在  时，  和  跃变为 ，而  仍为零。随后它们以指数规律趋近于

，时间常数为

在  之后， ，  保持不变，且 。精确表达式见下文。

3. 在  时，先将  从零增大到 ，同时  保持不变。然后令 ，将 

缓慢减小到零，再断开 。剩余的磁体电流以指数规律衰减，时间常数为 。下文给出的

具体三分钟斜坡变化方案使开关在整个正常态期间始终满足

4. 先在  时使 。令 ，并在三分钟的斜坡变化过程中保持

，将  增大到 。然后令 ，冷却开关使其达到 ，再将  减小

到零。最终的持续电流状态为

解答

将磁体视为电感恒定为  的理想电感器。按照题目隐含的假设，忽略引线电阻、杂散电感和开关

切换时间。

根据所标示的电流方向，由基尔霍夫电流定律可得

I1 =
I0

2
, I2 = I −

I0

2
.

I2 t1 +I0/2 t2 −I0/2 I

t3 t4

3.75 V

(I, I1, I2) = (0.50, 0, 0.50) A.

1 min I I2 0.30 A I1

(0.50, 0.50, 0) A

τR =
10

3
s ≈ 3.33 s.

2 min I = 0.50 A I1 I2 ≈ 0

r = 0 I 20 A I1 = 20 A r = 5 Ω I

K 2.0 s

|I2| < 0.223 A < 0.5 A

r = 0 I = I1 = 20 A r = 5 Ω
I2 = 1/9 A I1 30 A I = 30 A r = 0 I

I = 0, I1 = 30 A, I2 = −30 A, r = 0.

L = 10 H

I = I1 + I2.
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磁体和超导开关两端的电压相同：

因此，核心方程为

当  时，磁体电流保持不变。此时电源电流的变化全部由通过超导开关的电流承担：

当  且总电流已规定时，方程变为

电感器中的电流在切换瞬间保持连续；  和  则可以跃变。

1) 规定总电流和开关电阻的变化

最初，两条支路的电流相等，因此

在  之前，开关处于超导态。因此

到  时，外加电流已达到 。因此，当开关变为有电阻的状态时， 。在  期间，

所以各电流保持不变。在  时使开关恢复到 ，也不会引起变化。

所要求的图线如下：

图 2c：整个过程中均为位于  的水平线。

图 2d：在  之前为位于  的水平线，随后沿直线下降，在  时达到 。它在  和 

的中点时刻过零。然后线性上升，在规定的  达到  时变为零，并在经过 、  及之后始终保

持为零。

图 2d 中的负值部分必须画在原有零轴的下方。

2) 电源电阻固定

设电源电动势为 。最初 ，所以并联部分的两端电压为零：

在  时，磁体电流保持其初始值零：

在  时，开关变为有电阻的状态。由于  不能跃变，它在切换后瞬间仍为零，因此

V = L
dI1

dt
= rI2.

L
dI1

dt
= r(I − I1).

r = 0

dI1

dt
= 0, I2 = I − I1.

r = rn

τ
dI1

dt
+ I1 = I, τ =

L

rn
= 2.0 s.

I I2

I1 = I2 =
I0

2
.

t3

I1 =
I0

2
, I2 = I −

I0

2
.

t3 I0/2 I2 = 0 t3 < t < t4

L
dI1

dt
= rn(

I0

2
− I1) = 0.

t4 r = 0

I1 = I0/2

t1 I0/2 t2 −I0/2 t1 t2

I I0/2 t3 t4

E r = 0

E = RI = (7.5 Ω)(0.50 A) = .3.75 V

0 ≤ t < 60 s

I = 0.50 A, I1 = 0, I2 = 0.50 A.

t = 60 s I1
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在正常态期间，由基尔霍夫电压定律可得

因此

将其与电感器方程联立，得到

于是

对于 ，定义

各电流为

在  时， ，开关恢复到 。电源电流变为 ，而磁体电流保持在当时的

数值。因此，对于所有 ，

图线的特征如下：

图 3a：一分钟之前 ；随后竖直下降到 ；然后沿凹向下的指数曲线上升，趋近于

。

图 3c：一分钟之前 ；随后沿连续、凹向下的指数曲线上升，趋近于 。从两分钟时

起，它变为严格恒定。

图 3d：一分钟之前 ；随后竖直下降到 ；然后以指数规律衰减，趋近于零。

在两分钟时，  和  均有仅约  的向上跃变，在给定的图示尺度上无法分辨。所有可见的暂态过程

都只占一分钟中的很小一部分。

3) 将持续电流减小到零

电流限制针对的是正常态开关电流的大小：

由于

I(60+) = I2(60+) =
E

R + rn
=

3.75

12.5
= .0.30 A

E = R(I1 + I2) + rnI2,

I2 =
E − RI1

R + rn
.

L
dI1

dt
=

rnR

R + rn
(

E

R
− I1).

τR =
L(R + rn)

Rrn
=

10(7.5 + 5)

7.5(5)
s =

10

3
s.

60 ≤ t < 120 s

x =
t − 60 s

τR
.

I1(t) = (0.50 A)(1 − e−x),

I2(t) = (0.30 A)e−x,

I(t) = 0.50 A − (0.20 A)e−x.

t = 120 s x = 18 r = 0 E/R = 0.50 A

t ≥ 120 s

I = 0.50 A,

I1 = (0.50 A)(1 − e−18),

I2 = (0.50 A)e−18 ≈ 7.6 nA.

I = 0.50 A 0.30 A

0.50 A

I1 = 0 0.50 A

I2 = 0.50 A 0.30 A

I I2 3.0 nA

|I2| < 0.5 A.
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因此要求

如果在初始持续电流状态下立即加热开关，就会有  的电流通过它。必须先在开关仍处于超导态时，

将其承担的电流转由外部电源提供。

以下给出针对  这一例子的一个具体操作时序。

从 0 到 3 min：保持给定的持续电流状态：

从 3 到 6 min：保持 ，在  足够大时闭合 ，并将  从零线性增大到 。此时

因此，  从  线性上升到零。在六分钟时，电源提供全部磁体电流。

从 6 到 9 min：令 ，并将总电流从  线性减小到零。

令

在此期间，

在初始条件  下求解 ，得到

因此，

磁体电流随电源电流下降，但略高于电源电流。

在 9 min 时及之后：电源电流已达到零。断开 ，使开关保持正常态。剩余的磁体电流为

它通过磁体和正常态开关循环流动，并按下式衰减：

再经过  后， ，此后继续趋近于零。

因此，图 4 的完整图线如下：

图线 所需形状

4a:
3 min 之前为零；线性上升，在 6 min 时达到 ；线性下降，在 9 min 时达到零；此后为零。

4b: 6 min 之前为零；阶跃到 ；在最终放电过程中保持正常态。

I2 =
L

rn

dI1

dt
,

dI1

dt
<

rn

L
(0.5 A) = 0.25 A s−1.

∣ ∣

20 A

20 A

I = 0, r = 0, I1 = 20 A, I2 = −20 A.

r = 0 R K I 20 A

I1 = 20 A, I2 = I − 20 A.

I2 −20 A

r = rn = 5 Ω 20 A

u = t − 360 s, T = 180 s, a =
20 A

T
=

1

9
A s−1.

I = 20 A − au.

I1(0) = 20 A τİ1 + I1 = I

τ = 2.0 s.
I1 = 20 A − au + aτ(1 − e−u/τ),

I2 = −aτ(1 − e−u/τ),

|I2| ≤ aτ =
2

9
A ≈ 0.222 A < 0.5 A.

K

D =
2

9
(1 − e−90) A ≈ 0.222 A.

I = 0, I1 = De−(t−540 s)/τ , I2 = −De−(t−540 s)/τ .

10 s I1 ≈ 1.5 mA

I
20 A

r 5 Ω
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图线 所需形状

4c: 6 min 之前为 ；平滑地过渡到近似线性下降，在 9 min 时达到约 ；随后以指数规律衰减到

零。

4d: 3 min 之前为 ；线性上升，在 6 min 时达到零；随后变为略小于零的负值，趋近于 ；9

min 之后从负值一侧以指数规律回升，趋近于零。

与任何无源  放电过程一样，电流只能渐近趋于严格的零。在以分钟为尺度的图中，最终的尾部与零无

法区分。若在这一尾部衰减完毕之前使开关恢复到 ，就会保留剩余电流。

对于不同的初始 ，同样的步骤也适用，只需使斜坡变化足够缓慢，以满足  的限制。

4) 将持续电流从  改变为 

同样，在加热开关之前，先使电源电流与现有磁体电流相等。

可以选择让磁体电流在三分钟内严格线性增大：

在这一斜坡变化过程中，所需的开关电流为

远低于正常态的电流限制。

为了精确实现这一斜坡变化，规定

对于 、 ，

确实， 。

给出全部四条图线的完整操作时序如下：

时间 (min)  (A)，图 5a  ( )，图 5b  (A)，图 5c  (A)，图 5d

0–3

3–6 线性变化 线性变化 

6–9 线性变化 线性变化 

9–12

12–15 线性变化 线性变化 

15 之后

这里，表中  的数值以安培为单位。

切换细节很重要：

在 6 min 时： ，因此 。先使开关进入正常态，再将  增大小量 。这样就开

始了磁体电流的线性斜坡变化，而  不会发生任何跃变。

在 9 min 时：  已恰好达到 。将  从  减小到 。此时 ，所以磁体电流保

持不变。

I1

20 A 0.222 A

I2

−20 A −0.222 A

RL

r = 0

i1 0.25 A s−1

20 A 30 A

α =
30 − 20

180
A s−1 =

1

18
A s−1.

δ =
L

rn
α =

1

9
A ≈ 0.111 A,

I = I1 + δ.

u = t − 360 s 0 < u < 180 s

I1 = 20 A + αu, I2 = δ, I = 20 A + αu + δ.

rnI2 = rnδ = Lα = LdI1/dt

I r Ω I1 I2

0 0 20 −20

0 → 20 0 20 −20 → 0

20 + δ → 30 + δ 5 20 → 30 δ = 1/9

30 5 30 0

30 → 0 0 30 0 → −30

0 0 30 −30

δ

I = I1 = 20 A I2 = 0 I δ

I1

I1 30 A I 30 + δ 30 A I2 = 0
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在 12 min 时：使开关恢复到 。在接下来的三分钟内将  减小到零。磁体电流保持为 ，

而  变得越来越负。

在 15 min 时：断开 。磁体和超导开关中的电流大小均为 ，方向相反。

因此，图 5a 在 6 min 和 9 min 时包含大小为  的小阶跃。图 5d 在 6–9 min 期间有一个小的正

矩形脉冲。开关中较大的负电流仅在  时出现，因此不违反题目给出的正常态电流限制。

解答已与官方解答核对。本解答与官方解答不同之处，均为官方解答中的错误或印刷错误。

题目 3：有表面摩擦的圆盘碰撞

一个质量为 、半径为  的均匀圆盘 A，在光滑的水平 -  平面内以速度  沿  方向平动（见

下一页的图）。圆盘中心到 x 轴的距离为 。它与一个静止的均匀圆盘 B 发生碰撞，B 的中心最初

位于坐标系原点。圆盘 B 的质量和厚度均与 A 相同，但其半径为 。假设碰撞后，两圆盘接触点

处的速度在垂直于两圆心连线方向上的分量相等。还假设碰撞前后，两圆盘沿圆心连线方向的相对速

度大小相同。

1) 对于这样的碰撞，用 、 、 、  和  表示碰撞后两圆盘速度的 X 和 Y 分量，即 、

、  和 。

2) 用 、 、 、  和  表示碰撞后圆盘 A 的动能  和圆盘 B 的动能 。

题目译自官方英文原文。

答案

令 。发生碰撞时， ，且 A 如图所示位于 x 轴上方。

1. 速度分量为

r = 0 I 30 A

I2

K 30 A

0.111 A

r = 0

m RA x y V x

b

RB

m RA RB V b V ′
AX

V ′
AY V ′

BX V ′
BY

m RA RB V b E ′
A E ′

B

D = RA + RB 0 ≤ b < D

, ,V
′
AX =

5V b2

6D2
V

′
AY =

5V b√D2 − b2

6D2

, .V ′
BX = V (1 −

5b2

6D2
) V ′

BY = −
5V b√D2 − b2

6D2
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2. 计入平动和转动的动能，

解答

1) 碰撞后的速度

将碰撞视为瞬时过程，因此碰撞过程中两圆心的连线保持不变。光滑的水平面不提供水平方向的冲量，也

不提供绕竖直轴的力矩。最初两个圆盘均不转动。

定义

刚接触时，A 的中心位于 ，而 B 的中心位于原点。因此，沿 A 指向 B 的连线方向及垂直于该连

线方向的单位矢量分别为

A 的初速度为

设 B 所受的冲量为

A 所受的冲量为 。因此，由动量定理得

法向相对速度的方向反转，而大小保持不变：两圆盘在碰撞前相互接近，碰撞后相互分离。因此，

所以

于是

要确定切向冲量，必须考虑转动。转动惯量为

取逆时针方向的角速度为正。接触点相对于 A 圆心的位置矢量为 ，相对于 B 圆心的位置矢量为

。由角动量定理得

因此，

, .E ′
A =

3mV 2b2

8D2
E ′

B =
mV 2

2
(1 −

11b2

12D2
)

s =
b

D
, c = √1 − s2, D = RA + RB.

(−Dc, b)

n = (c, −s), t = (s, c).

vA = V cn + V s t.

J = Jnn + Jtt.

−J

v
′
An = V c −

Jn

m
, v

′
Bn =

Jn

m
,

v′
At = V s −

Jt

m
, v′

Bt =
Jt

m
.

v
′
Bn − v

′
An = V c,

2Jn
m

− V c = V c ⟹ Jn = mV c.

.v′
An = 0, v′

Bn = V c

IA =
1

2
mR2

A, IB =
1

2
mR2

B.

RAn

−RBn

IAω
′
A = −RAJt, IBω

′
B = −RBJt.
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相互接触的两个物质点的切向速度为

题设要求这两个速度相等，即

由此得到

因此

而第 2 问所需的角速度为

在图示的几何位置关系下，两圆盘均沿顺时针方向转动。

转换回直角坐标，

利用 、  和 ，即可得到“答案”一节中的四个分量。它们的和满足

动量守恒：

2) 碰撞后的动能

每个圆盘的动能包括其圆心平动的动能和绕圆心转动的动能：

对于 A，

ω′
A = −

2Jt
mRA

, ω′
B = −

2Jt
mRB

.

u
′
At = v

′
At + RAω

′
A = V s −

3Jt
m

,

u
′
Bt = v

′
Bt − RBω

′
B =

3Jt
m

.

V s −
3Jt
m

=
3Jt
m

,

.Jt =
mV s

6

,v′
At =

5

6
V s, v′

Bt =
1

6
V s

.ω
′
A = −

V s

3RA
, ω

′
B = −

V s

3RB

v
′
A =

5

6
V s t = (

5

6
V s2,

5

6
V sc),

v
′
B = V cn +

1

6
V s t = (V (c2 +

s2

6
), −

5

6
V sc).

c2 = 1 − s2 s = b/D c = √D2 − b2/D

V
′
AX + V

′
BX = V , V

′
AY + V

′
BY = 0.

E
′
i =

1

2
m|v′

i|
2 +

1

2
Ii(ω

′
i)

2.

E ′
A =

1

2
m(

5

6
V s)

2

+
1

2
(

1

2
mR2

A)(
V s

3RA

)

2

= (

25

72
+

1

36
)mV 2s2

=
3

8
mV 2s2.
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因此，

对于 B，法向与切向速度分量相互垂直，因此

由此可得

因此

作为一致性检验，总动能损失为

这一损失源于切向摩擦；题设的弹性条件仅适用于法向相对运动。对于对心碰撞， ，A 停止运动，B

获得速度 ，两圆盘均不转动，且没有动能损失。

解答已与官方解答核对。本解答与官方解答不同之处，均为官方解答中的错误或印刷错误。

.E ′
A =

3mV 2b2

8(RA + RB)2

|v′
B|2 = V 2c2 +

V 2s2

36
.

E ′
B =

1

2
mV 2

(c2 +
s2

36
) +

1

2
(

1

2
mR2

B)(
V s

3RB

)

2

=
1

2
mV 2c2 +

1

24
mV 2s2

=
1

2
mV 2

(1 −
11s2

12
).

.E ′
B =

mV 2

2
(1 −

11b2

12(RA + RB)2
)

1

2
mV 2 − (E ′

A + E ′
B) = ≥ 0.

mV 2b2

12(RA + RB)2

b = 0
V
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