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Problema 1: Particula relativista

[

En la teoria de la relatividad especial, la relacién entre la energia E' y el momento lineal P de una
particula libre de masa en reposo m es

E= \/pzc2 + mict = mc?

Cuando una particula de este tipo esta sometida a una fuerza conservativa, se conserva su

energia total, que es la suma de 4/p?c? + m%c4 y la energia potencial. Si la energia de la

particula es muy elevada, puede despreciarse su energia en reposo (una particula de este tipo se
denomina particula ultrarrelativista).

1) Considere el movimiento unidimensional de una particula de energia muy elevada (cuya energia
en reposo puede despreciarse) sometida a una fuerza central atractiva de médulo constante f.
Suponga que la particula se encuentra en el centro de fuerzas con un momento lineal inicial pg en
el instante t = 0. Describa el movimiento de la particula representando por separado, durante al
menos un periodo del movimiento: x en funcién del tiempo ¢, y el momento lineal p en funcion de
la coordenada espacial x. Especifique las coordenadas de los «puntos de retorno» en funcion de
los parametros dados pg y f. Indique mediante flechas el sentido en que transcurre el movimiento
en el diagrama (p, ¢). Puede haber intervalos breves de tiempo durante los cuales la particula no
sea ultrarrelativista. Sin embargo, deben despreciarse.

Utilice la hoja de respuestas 1.

2) Un meson es una particula formada por dos quarks. La masa en reposo M del mesoén es igual a

la energia total del sistema de dos quarks dividida por 2.

Considere un modelo unidimensional de un mesén en reposo, en el que se supone que los dos
quarks se mueven a lo largo del eje x y se atraen con una fuerza de médulo constante f. Se
supone que pueden atravesarse liboremente. Para analizar el movimiento de alta energia de los
quarks, puede despreciarse su masa en reposo. En el instante ¢ = 0, ambos quarks se encuentran
en z = 0. Represente graficamente por separado el movimiento de los dos quarks mediante un
diagrama (z, t) y un diagrama (p, ), especifique las coordenadas de los «puntos de retorno» en
funcion de M y f, indique el sentido en que transcurre el movimiento en su diagrama (p, ) y
determine la distancia maxima entre los dos quarks.

Utilice la hoja de respuestas 2.
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3) El sistema de referencia utilizado en la parte 2 se denominara sistema S’ el sistema de
laboratorio, denominado .S, se mueve en el sentido negativo del eje = con una velocidad
constante v = (0.6¢. Las coordenadas de los dos sistemas de referencia se eligen de modo que el
punto £ = 0 de S coincida con el punto '’ = 0 de S” en el instante t = t’ = 0. Represente
graficamente el movimiento de los dos quarks en un diagrama (w’, t’). Especifique las
coordenadas de los puntos de retorno en funcion de M, fy c, y determine la distancia méxima
entre los dos quarks observada en el sistema de laboratorio S’.

Utilice la hoja de respuestas 3.

Las coordenadas de una particula observada en los sistemas de referencia S'y S” estan
relacionadas por la transformacion de Lorentz

z' = y(x + Bet),
t' =7 (t I ﬂ£>
c
donde 8 = v/c, ¥ = 1/\/1 — B2 y v es la velocidad con la que se mueve el sistema S respecto
al sistema S”.

4) Para un mesén con energia en reposo Mc? = 140 MeV vy velocidad 0.60c¢ respecto al sistema
de laboratorio S”, determine su energia E' en el sistema de laboratorio S”.

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

1. Elija po > 0y defina

DPo cpo

=2 Ay = =.

f’ f

La gréfica de posicion en funcion del tiempo consta de segmentos rectos que pasan por
(t,z) c (0, 0) — (To,Ao) — (27’0,0) — (37‘0, —Ao) — (47'0,0).

Los puntos de retorno son (79, Ag) v (370, —Ao), v

T —

_ 4po
f

Con x en el eje horizontal y p en el vertical, el diagrama de fases es el rombo recorrido en

Ty

sentido horario
(m,p) : (07p0) — (A(),O) — (Oa _pO) — (—Ao,O) — (0,]9())-
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2. Defina

Mc Mc Mc?
p*:T, T:2—f, a= 27
El quark 1 sigue el movimiento de la parte 1 con py = p,; para el quark 2 se cumple
ro = —21, b2 = —Dp1.

Sus posiciones en los instantes de retorno son

t=1: (z1,22) = (a, —a), t=37: (z1,22) = (—a,a).
Ambas trayectorias de fase recorren el mismo rombo en sentido horario, partiendo de
vértices opuestos del eje del momento lineal. Por tanto,

B 2Me d B Mc?
f ) max f P

3. Aquiy = 5/4. En las coordenadas (t' /7, z’/a), una los siguientes vértices mediante lineas

T

rectas:
Quark 1. (0,0) — (2,2) — (3,1) — (5,3),

Quark2:  (0,0) = (3,—3) — (5, %) — (5,3).

Los dos vértices interiores de cada trayectoria son sus puntos de retorno. Los ciclos
siguientes se repiten tras una traslacion (At’, Az') = (57, 3a). La separaciéon maxima
medida simultdneamente en el laboratorio es

Mc?
Gy = 0 =
2f
4. La energia del mesoén en el laboratorio es
Mc?
E=——"—""  —=175MeV|

V1 — 0.602

L

Solucion

Las graficas de posicion en funcion del tiempo que se describen a continuacion utilizan el tiempo en el
eje horizontal y la posicidn en el vertical. Los diagramas de fases utilizan  en el eje horizontal y p en el
vertical. El sistema de laboratorio se denota de forma coherente por S’.

1) Movimiento bajo la fuerza central de médulo constante

Elijamos el sentido positivo del eje « en el sentido del momento lineal inicial, de modo que pg > 0. Enla

aproximacion ultrarrelativista,

2
. bc
Eparticle =~ C|p|, r = —E ~cC Sgn(p).
particle

Asi, la particula se mueve con rapidez c entre cambios de sentido. Se desprecian los breves intervalos
no ultrarrelativistas en los puntos de retorno, tal como se indica.

La fuerza atractiva y un potencial correspondiente son

p = —f sgn(x), U(z) = flz|.

eulersolve.org/ipho/1994/ 3/20



La conservacion de la energia da

clp| + flz[ = cpo.

En un punto de retorno espacial, p = 0, por lo que el desplazamiento maximo es

A, = L0
f
Inicialmente, x > 0, de modo que p = py — ft. El primer cambio de sentido se produce al cabo de
To = p_;a

enx = cty = Ay. La fuerza sigue apuntando hacia el origen, por lo que la particula regresa con
momento lineal negativo. Tras cruzar el origen, la fuerza cambia de signo.

Un ciclo completo es:
t T D
0 0 by
To Ag 0
279 0 —po
319 —Ap 0
47 0 po
Una los puntos correspondientes a las posiciones mediante lineas rectas. Las pendientes son +c hasta

Ty, —c desde 7 hasta 37y, y +c a partir de entonces. El paso por el origen en 275 no es un cambio de
sentido.

Por consiguiente,

4
T1:47'0:ﬂ.

f

La curva de fase se obtiene directamente de la conservacion de la energia:

€T
|

Ao po

Es un rombo con vértices (0, pg), (Ao, 0), (0, —pgy) y (—Ag, 0). Partiendo del vértice superior, el
movimiento avanza hacia el vértice derecho, después hacia el inferior, luego hacia el izquierdo y vuelve
al superior: en sentido horario.

Para un momento lineal inicial de signo negativo, invierta los signos tanto de £ como de p; en las
expresiones de la amplitud y del periodo se utiliza |pg|.

2) Los dos quarks en el sistema de reposo del mesoén

Tomemos el potencial de interaccidn igual a cero cuando los quarks coinciden. Para una separacién

r=|z; — x2|,
U(r) = fr.

Como el mesén esta en reposo, los momentos lineales iniciales de los quarks son iguales en médulo y

opuestos. Denominemos quark 1 al que inicialmente se mueve hacia la derecha:

p1(0) = ps, p2(0) = —px.
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Ent = 0, la energia potencial es cero. Por tanto, la energia total da

Me
Mc? = 2cp., Py = —
2
Por simetria, se mantiene

Cada quark experimenta una fuerza de moédulo f dirigida hacia el otro quark, que también apunta hacia
el origen mientras estan separados. Por tanto, cada uno sigue el movimiento obtenido en la parte 1, con

Mc Mc?
T=— a=crT= .
2f [ 2f
La ecuacién completa de la energia lo confirma:
Mc* = 2¢|p1| + flz1 — z2| = 2(c|p1| + fla1l).

La siguiente tabla especifica ambas graficas durante un periodo:

t/T xi/a pi/p« x2/a D2/D:

0 0 1 0 -1
1 1 0 -1 0
2 0 -1 0 1
3 -1 0 1 0
4 0 1 0 -1

Para los diagramas de posicidn en funcién del tiempo, una mediante lineas rectas los puntos
correspondientes a las posiciones de cada quark. Las dos curvas triangulares son simétricas entre si
respecto a x = 0, y los quarks se atraviesan ent = 27.

Para cualquiera de los dos diagramas de fases,

|$i| + |pz‘\
a D«

=1\

El quark 1 parte de (z,p) = (0, p«), mientras que el quark 2 parte de (0, —p.). Ambos recorren el
rombo en sentido horario.

En los puntos de retorno, los quarks se encuentran en extremos opuestos, por lo que

M 2
dpax = 20 = ¢ .
Su periodo individual es
2M
T=d4r=2"225%|
f

3) Movimiento y separacion maxima en el sistema de laboratorio

En la transformacion dada,
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por lo que

B =2 A1-p)=1.

Un segmento con velocidad u = +c se transforma en

u = L,Bc = +c.
1+ Bu/c

Asi, todos los segmentos de las trayectorias en el laboratorio también tienen pendientes +c o —c.
Obtenemos sus extremos transformando los sucesos de retorno.

Por ejemplo, el primer cambio de sentido del quark 1 se produce en (¢,z) = (7,a), con a = c7. Por
tanto,

t' = ~y1(1 + B) = 27, ' = va(l + B) = 2a.

Los cuatro sucesos de retorno de un ciclo son:

Suceso de retorno t z!
T Mec a Mc?
Quark 2, primer cambio de sentido —_— = —— = —
P 2~ 4F 2 af
) ) ) Mc Mc?
Quark 1, primer cambio de sentido 2T = T 2a = 7
Quark 1 do cambio de sentido 37 — SoaC Mc?
uark 1, segundo cambio de sentido T=— = ——
? 2f Y
9r  9Mc Ta  TMc?

Quark 2, segundo cambio de sentido —— —_— = —
J 2~ 4f 2 af

Ambas trayectorias comienzan en (t', ') = (0, 0). El cruce en (¢, z) = (27, 0) en el sistema de
reposo se transforma en
57 3a
o) =——,—=|.
27 2

El final del ciclo en el sistema de reposo, (47', 0), se transforma en
(t',z') = (57, 3a).

Estos puntos y la tabla de puntos de retorno especifican por completo las graficas en el laboratorio:
conecte mediante lineas rectas los puntos sucesivos de cada quark. Los ciclos siguientes se repiten
tras trasladar ambas curvas en

At' =51 = AT, Az’ = 3a.

Para hallar la separacién observada, las dos posiciones deben evaluarse en el mismo instante del
laboratorio:

e !/ !/ !/ !/
d(t') = |zy(t) —z,(t)]-
Inicialmente,
z) = ct, zy = —ct,
por lo que la separacién crece como 2ct’. El quark 2 cambia de sentido primero, ent’ = 7'/2. En ese
instante,
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y, por tanto, d’ = a.

Desde t’ = 7'/2 hasta t’ = 27, ambos quarks se mueven hacia la derecha con rapidez c:
/ ! !/ !/
Ty =ct, Ty =ct — a.
Por tanto, su separacion se mantiene igual a a. Después disminuye hasta cero en 57'/2, vuelve a

aumentar hasta a en 37, se mantiene en a hasta 97/2 y disminuye hasta cero en 57. Este patrén se
repite.

Asi,

Mc? 1
max 2f -

La diferencia entre los instantes de cambio de sentido en el laboratorio es esencial: los dos sucesos de
retorno simultaneos en el sistema de reposo no son simultaneos en el laboratorio.

4) Energia del meson en el laboratorio

Para el mesén completo, el momento lineal total en el sistema de reposo es cero y su energia total es
Mc?. Al transformar su energia se obtiene
E' = y(E + BcP,) = yMc*.
Con los valores proporcionados,
1 1

T Visoe? 080

= 1.25,

y, por tanto,

E’ = 1.25(140 MeV) = 175 MeV|.

La solucién se comprobo con la solucidn oficial.

Problema 2: Iman superconductor

[
Los imanes superconductores se utilizan ampliamente en los laboratorios. La forma mas comun
de iman superconductor es un solenoide hecho de hilo superconductor. Lo extraordinario de un
iman superconductor es que produce campos magnéticos intensos sin disipacion de energia por
efecto Joule, ya que la resistencia eléctrica del hilo superconductor se hace nula cuando el iman
se sumerge en helio liquido a una temperatura de 4.2 K. Habitualmente, el iman esta provisto de
un interruptor superconductor especialmente disefiado, como se muestra en la Fig. 1. La
resistencia r del interruptor puede controlarse: puede ser » = 0 en el estado superconductor, o
r = 7, en el estado normal. En el modo persistente, una corriente circula indefinidamente por el
iman y el interruptor superconductor. El modo persistente permite mantener un campo magnético
constante durante largos periodos con la fuente externa desconectada.
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modificarse ajustando la resistencia R.

Las flechas indican el sentido positivo de I, I e I,.

un pequeio tramo de hilo superconductor rodeado por un hilo calefactor y debidamente aislado
térmicamente del bafio de helio liquido. Al calentarlo, la temperatura del hilo superconductor
aumenta y este vuelve al estado normal resistivo. El valor tipico de 7, es de unos pocos ohmios.
Aqui supondremos que es de 5 (). La inductancia de un iman superconductor depende de su
tamafio; supongase que es de 10 H para el iman de la Fig. 1. La corriente total I puede

iEste problema se calificara inicamente a partir de las graficas!

Variable
resistor

1
Power I e B
i K
switch Superconducting : I3 L |
switch | —a : Super-
Power ——= ! |
—_— - _tconducting
source = _ =1 mageret

Fig. 1

graficamente su respuesta en la Fig. 2c y la Fig. 2d

Fig. 2a

Fa————— e -

7
The enclosed part with dashed line
is immersed in liquid helium bath

at temperature 4. 2K,

) t ty £

2b
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1) Si la corriente total I y la resistencia r del interruptor superconductor se controlan de modo
que varien con el tiempo como se muestra en las Figs. 2a y 2b, respectivamente, y suponiendo
que las corrientes I e I que circulan por el iman y el interruptor, respectivamente, son iguales al
principio (Fig. 2c y Fig. 2d), ¢codmo varian con el tiempo desde t; hasta £4? Represente

Fig.2a

2b

Los detalles del interruptor superconductor no se muestran en la Fig. 1. Por lo general, consiste en
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0.51, el il el 2¢
— b e e e e e e
° ¢ b2,
2c
I,
£
2d
1Y 3 -
- — - — .—-.._...Q_-..._.‘.‘
N h £ ty L
2d

2) Suponga que el interruptor de alimentaciéon K se cierra en el instante ¢ = 0, cuando r» = 0,
I, =0y R ="7.5Q, ylacorriente total I es de 0.5 A. Manteniendo K cerrado, la resistencia r
del interruptor superconductor se hace variar como se muestra en la Fig. 3b. Represente las

correspondientes dependencias temporales de I, I; e I5 en las Figs. 3a, 3cy 3d,
respectivamente.

Fig. 3a
r
Taf~—" ]~ T ——— = — == ——
3b
t
0 1__-2 3 min e
3b
1,
0.5AF ~———————————==—— 3¢
t
—_—— e e e e ——
0 1 2 3 min
3c
I
0.5AF ===~ = — ———— 3d
t
0 —_—— i - - —— ——

1 2 3 min

3d
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3) Por el interruptor superconductor solo se permite que circulen corrientes pequefas, inferiores
a 0.5 A, cuando se encuentra en el estado normal; con corrientes mayores, el interruptor se
guemara. Suponga que el iman superconductor funciona en modo persistente, es decir, I = 0, e
I1 = i1 (por ejemplo, 20 A), Is = —%1, como se muestra en la Fig. 4, desde t = 0 hasta

t = 3min. Si se desea detener el experimento reduciendo a cero la corriente que circula por el
iman, ¢cémo lo haria? Esto debe hacerse en varias etapas de operacién. Represente graficamente
los cambios correspondientes de I, r, I e I5 en la Fig. 4

Afp~——mm s — == _
: Fig. 4a
t
—— i e e o e = ——
0 3 6 9 12 min
Fig. 4a
r
-~~~ 777
¢ 4b
—— e —
0 3 6 9 12 min
4b
1
ZOAt— —————————————— 4c
t
—— e mm—— =
0 3 6 9 12 min
4c
j
p407.\ sl
t 4d
O — = m e - —— e = — -
3 6 9 12 min
Y
4d

4) Suponga que el iman funciona en modo persistente con una corriente persistente de 20 A (de
t = 0 at = 3min. Véase la Fig. 5). ¢Como lo cambiaria a un modo persistente con una corriente
de 30 A? Represente graficamente su respuesta en la Fig. 5.

30A - ———
20A o e e e Fig. 5a
t
—— b ———— — i — il
0 3 6 9 12 15 min

Fig. ba
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— e ———— — . i —

i
6 9 12 15min

5b
Jh
30A e e e —— ————
20A RS S 5 S S S S B ot St
F 5
A — — — —— — — ——
0 3 6 9 12 15 min
5c
I
30Al e e e e
WApP———— et ————
¢
O o e e e — — . —— ———
3 6 9 12 15min
A e e e e ————
A== — e = = = = ——
bd

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

1. Alo largo de toda la secuencia prescrita,

Iy

11: 27

I2:I—

Iy
5"

Sb

5¢

5d

Por tanto, I, disminuye linealmente desde +1,/2 en t; hasta —I/2 en t5, aumenta

linealmente hasta cero cuando I alcanza su meseta y permanece en cero durante t3 y t4.

2. La fem de la fuente es de 3.75 V. Inicialmente,

(I, 1., I) = (0.50, 0, 0.50) A.

En 1min, I e I saltan a 0.30 A, mientras que I; permanece en cero. A continuacion, se

aproximan exponencialmente a (0.50, 0.50,0) A con una constante de tiempo

10
TR = 3 s~ 3.33s.

Después de 2min, I = 0.50 A, I; es constante e Iy ~ 0. Las expresiones exactas se

presentan mas adelante.

eulersolve.org/ipho/1994/
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3. Con r = 0, aumente primero I desde cero hasta 20 A, manteniendo I; = 20 A. Después,
establezca r = 5 (2, reduzca I lentamente hasta cero y abra K. La corriente restante en el
iman decae exponencialmente con una constante de tiempo de 2.0 s. La rampa explicita de
tres minutos que se presenta mas adelante mantiene

[I,] < 0.223A < 0.5A

durante todo el estado normal.

4. Primeroiguale I = I; = 20 A conr = 0. Establezcar = 52 y aumente I; hasta 30 A,
utilizando I = 1/9 A durante una rampa de tres minutos. Después, establezca I = 30 A,
enfrie el interruptor hasta que r = 0 y reduzca I a cero. El estado persistente final es

I=0, I,=304, I,=-30A, r=0.

L

Solucion

Tratamos el iman como una bobina ideal con inductancia constante L = 10 H. Despreciamos la
resistencia de los conductores de conexidn, la inductancia parasita y el tiempo de conmutacion, como
se supone implicitamente en el problema.

Con los sentidos de corriente indicados, la ley de corrientes de Kirchhoff da

I=1,+1,.
El imén y el interruptor superconductor tienen la misma tension entre sus terminales:
dl;
V=L—— =rl.
dt
Por tanto, la ecuacién fundamental es
dl;
L— =r(I—-1r).

Cuando r = 0, la corriente del iman es constante. Las variaciones de la corriente de la fuente pasan
entonces integramente por el interruptor superconductor:

i IL=I-1
a 27 b
Cuando r = r,, y se prescribe la corriente total, la ecuacidn se convierte en
g L 90
T = T=— =2.0s.
dt ! ’ T

La corriente de la bobina permanece continua en los instantes de conmutacién; I e I, pueden
presentar saltos.

1) Corriente total y resistencia del interruptor prescritas

Inicialmente, las corrientes de las dos ramas son iguales, de modo que
Iy
I =1, = —.
2

Hasta t3, el interruptor es superconductor. Por ello,
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Iy Iy
I = — I = I — T .
P 2 2
En t3, la corriente impuesta ya ha alcanzado I0/2. Por tanto, Iy = 0 cuando el interruptor se vuelve
resistivo. Durante t3 < t < t4,

En consecuencia, las corrientes permanecen inalteradas. Devolver el interruptor ar = 0 en t4 tampoco
produce ningun cambio.

Las graficas solicitadas son:

* Fig. 2c: una linea horizontal en I; = Ijy/2 durante todo el intervalo.

e Fig. 2d: una linea horizontal en I/2 hasta t;, seguida de un descenso rectilineo hasta —I/2 en
t9. Cruza el cero a mitad de camino entre t; y t5. A continuacién, aumenta linealmente hasta
cero cuando la corriente prescrita I alcanza 10/2, y permanece en cero durante t3, t4 y después.

La parte negativa de la Fig. 2d debe dibujarse por debajo del eje original correspondiente a cero.

2) Resistencia de la fuente fija

Sea & la fem de la fuente. Inicialmente, r = 0, por lo que la asociacion en paralelo tiene tension nula:
&=RI=(750)(0.50A) =[3.75V].

Para0 <t < 60s, la corriente del iman permanece en su valor inicial nulo:

I=050A, I,=0, I,=050A.

Ent = 60s, el interruptor se vuelve resistivo. Como I; no puede presentar un salto, su valor
inmediatamente después sigue siendo cero, lo que da

E 3.75
I(607) = I,(60") = = =
(607) = I,(607) R+r, 125
Durante el intervalo en estado normal, la ley de tensiones de Kirchhoff da

E=R(I1 + I) + rpls,

0.30A|

y, por tanto,
_ &—RI
2 R+7r,

Combinando esto con la ecuacion de la bobina,

dIl T‘nR &
L = ®yr, (E_Il)'

Asi,
L(R+y) 10(7.5+5) 10
TR = = S= —8
Rr, 7.5(5) 3
Para 60 < ¢t < 120s, definimos
t—60s
r= —.

TR
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Las corrientes son

(0.50A)(1 —e™®),
(0.30A)e™?,
0.50 A — (0.20 A)e "

I(t)
Iy(t)
1)

Ent = 120s, x = 18, y el interruptor vuelve a » = 0. La corriente de la fuente pasa a ser

€/R = 0.50 A, mientras que la corriente del iman queda fijada en el valor que tenia. Por ello, para todo
t > 120s,

I=050A,
I = (0.50 A)(1 — e '),
I = (0.50 A)e *® ~ 7.6nA.

Las caracteristicas de las gréficas son:

e Fig. 3a: I = 0.50 A hasta un minuto; una caida vertical hasta 0.30 A; después, un aumento
exponencial, céncavo hacia abajo, hacia 0.50 A..

¢ Fig. 3c: I; = 0 hasta un minuto; después, un aumento exponencial continuo, céncavo hacia
abajo, hacia 0.50 A. Se vuelve exactamente constante a los dos minutos.

e Fig. 3d: I = 0.50 A hasta un minuto; una caida vertical hasta 0.30 A; después, un decaimiento
exponencial hacia cero.

A los dos minutos, I e I5 presentan saltos ascendentes de solo unos 3.0 nA, invisibles en la escala
proporcionada. Todos los transitorios visibles ocupan solo una pequefa fraccion de minuto.

3) Reduccion de la corriente persistente a cero

La restricciéon de corriente se aplica al valor absoluto de la corriente del interruptor en estado normail:

]Iz\ < 0.5A.
Como
L
I, = _ﬂ7
rn, dt
se requiere
dI1 Ty 1
W < f(OE)A) =0.25As".

Calentar el interruptor inmediatamente en el estado persistente inicial haria que circularan 20 A por él.
Primero debemos transferir su corriente a la fuente externa mientras todavia es superconductor.

A continuacion se presenta una secuencia concreta para el ejemplo de 20 A.
De 0 a 3 min: mantenga el estado persistente dado:
I1=0, r =0, I, =20A, I, = —20A.

De 3 a 6 min: mantenga r = 0, cierre K con un valor de R suficientemente grande y aumente [
linealmente desde cero hasta 20 A. Entonces

I, =20A, I,=1I-20A.
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Por tanto, I aumenta linealmente desde —20 A hasta cero. A los seis minutos, la fuente suministra
toda la corriente del iman.

De 6 a 9 min: establezca r = r, = 50 y reduzca la corriente total linealmente desde 20 A hasta cero.

Sean
u=t—360s, T = 180s, a= 204 Last
T 9
Durante este intervalo,
I=20A — au.

Al resolver 7I; + I; = I, con I; (0) = 20 A, se obtiene

I, =20A — 1—e "

! autar(l=e™0), 90

Iy = —ar(1— e ),

En consecuencia,
2
I <ar = 9 A ~0.222A <0.5A.

La corriente del iméan sigue a la corriente decreciente de la fuente, manteniéndose ligeramente por
encima de ella.

A los 9 min y después: la corriente de la fuente ha llegado a cero. Abra K, dejando el interruptor en
estado normal. La corriente restante del iman es

D= %(1 —e YA ~0.222A.

Circula por el iman y el interruptor en estado normal y decae segun

I=0, I, = De (540 s)/r, I, = _ De—(t—5405)/7

Después de otros 10s, I; ~ 1.5mA, y continda tendiendo a cero.

Por tanto, las graficas completas de la Fig. 4 son:

Gréfica Forma requerida
aa: T Cero hasta los 3 min; aumento lineal hasta 20 A a los 6 min; descenso lineal hasta cero a los 9 min;
& cero después.
4b: 7 Cero hasta los 6 min; escalén hasta 5 §2; permanece en estado normal durante la descarga final.
ac: I 20 A hasta los 6 min; inicia suavemente un descenso casi lineal, alcanzando aproximadamente
S|

0.222 A a los 9 min; después decae exponencialmente hasta cero.

—20 A hasta los 3 min; aumento lineal hasta cero a los 6 min; se vuelve ligeramente negativa,
ad: I aproximandose a —0.222 A; después de los 9 min vuelve exponencialmente hacia cero desde
valores negativos.

Como en cualquier descarga pasiva RL, el cero exacto se alcanza solo asintéticamente. En la gréafica
con escala de minutos, la cola final es indistinguible de cero. Devolver el interruptor a = 0 antes de
que esa cola haya decaido dejaria atrapada la corriente restante.

Para un valor inicial distinto de 21, se aplica el mismo procedimiento con una rampa suficientemente
lenta para respetar el limite de 0.25 A s~ 1.
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4) Cambio de la corriente persistente de 20 A a30 A

De nuevo, primero se iguala la corriente de la fuente a la corriente existente en el iman antes de

calentar el interruptor.

Podemos elegir una rampa exactamente lineal de la corriente del iman que dure tres minutos:

_ 3020
180

«

As™! = i As7L.

18

La corriente necesaria en el interruptor durante esta rampa es

L 1

Tn

0= —a= §A%O.111A,

muy inferior al limite del estado normal.

Para producir exactamente esta rampa, se prescribe

I =1, +6.

Parau =t — 360s, 0 < u < 180s,

.[1:20A—|—O[’U,, .[2:5,

I=20A+au+9.

En efecto, r,Is = rnd = Lo = LdI,/dt.

Una secuencia completa, que especifica las cuatro graficas, es:

Tiempo (min) I (A), Fig. ba r (), Fig. 5b
0-3 0 0
3-6 Lineal 0 — 20 0
6-9 Lineal 20 + 6 — 30 + 9 5
9-12 30 5
12-15 Lineal 30 — 0 0
Despuésde 15 0 0

I, (A), Fig. 5¢c
20
20
Lineal 20 — 30
30
30
30

Aqui el valor numérico de § en la tabla est4 expresado en amperios.

Los detalles de la conmutacién son importantes:

I, (A), Fig. 5d
—20

Lineal =20 — 0
d=1/9

0

Lineal 0 — —30
-30

e Alos6min: I = I; = 20 A, de modo que I, = 0. Pase el interruptor al estado normal y
después aumente I en la pequefia cantidad 4. Esto inicia la rampa lineal de corriente del iméan sin

ninguin salto en 1.

e Alos 9 min: I; ha alcanzado exactamente 30 A. Reduzca I de 30 + d a 30 A. Entonces I, = 0,
por lo que la corriente del iman permanece constante.
e Alos 12 min: devuelva el interruptor a » = 0. Reduzca I a cero durante los tres minutos

siguientes. La corriente del iman permanece fija en 30 A, mientras que I3 se hace cada vez mas

negativa.

e Alos 15 min: abra K. Por el iman y el interruptor superconductor circulan corrientes iguales y

opuestas, de valor absoluto 30 A.
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Por tanto, la Fig. 5a incluye pequefios escalones de 0.111 A alos 6 y 9 min. La Fig. 5d presenta un

pequeiio pulso rectangular positivo durante el intervalo de 6 a 9 min. Las grandes corrientes negativas

del interruptor solo se producen mientras » = 0, por lo que no infringen la restriccién indicada para el

estado normal.

La solucién se comprobé con la solucion oficial. Donde esta solucién difiere de la solucién oficial, la solucién oficial

contiene un error o una errata.

Problema 3: Colision de discos con rozamiento superficial

[

Un disco homogéneo A de masa m y radio R 4 se mueve por traslacion sobre un plano horizontal
x-y sin rozamiento, en la direccién x, con una velocidad V' (véase la figura de la pagina
siguiente). El centro del disco se encuentra a una distancia b del eje x. Choca con un disco
homogéneo B en reposo, cuyo centro se encuentra inicialmente en el origen del sistema de
coordenadas. El disco B tiene la misma masa y el mismo espesor que A, pero su radio es Rpg. Se
supone que, después de la colision, las velocidades de los discos en su punto de contacto, en la
direccion perpendicular a la recta que une sus centros, son iguales. También se supone que los
madulos de las velocidades relativas de los discos a lo largo de la recta que une sus centros son
iguales antes y después de la colision.

1) Para esta colision, determine las componentes X e Y de las velocidades de los dos discos
después de la colision, es decir, Vv, Vv, Vix v Vay, en funcién de m, R4, Rp, V y b.

2) Determine las energias cinéticas E,,4 del disco Ay Eg del disco B después de la colisidén en
funcionde m, R4, Rp, V y b.

Is

AVEES
P

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

Sea D = R4 + Rp. Para que haya una colision, 0 < b < D, con A por encima del eje x, como se

muestra en la figura.
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1. Las componentes de la velocidad son

, 5V ,  5VbvD? — b2
Vax = <pa b Vay = D2 s
R 5b° vl SVbVD? b
BX = D2 )l BY = — 602 .
2. Incluyendo tanto la traslacion como la rotacion,
3mV 2b? mV?2 1162
E,=— EL = 1—
4 8D? | B g ( 12D? )

L

Solucion
1) Velocidades después de la colision

Consideramos que la colisién es instantanea, de modo que la recta que une los centros permanece fija
durante el impacto. El plano horizontal sin rozamiento no ejerce ningun impulso horizontal ni ningun
momento de fuerza respecto al eje vertical. Inicialmente, ninguno de los discos gira.

Definimos

s:i c=+v1-—s2, D =R, + Rp.

En el instante del primer contacto, el centro de A se encuentra en (—Dc, b), mientras que el centro de
B estd en el origen. Por tanto, los vectores unitarios en la direccién de la recta de A a B y en la direccién
perpendicular a ella son

n = (c,—s), t = (s,c).
La velocidad inicial de A es
va=Ven+ Vst.

Sea el impulso ejercido sobre B

El impulso sobre A es —J. Por tanto, el teorema del impulso y la cantidad de movimiento da
J, J
! n ! n
vy, = Ve— —, Vg, = —,
m m
J J
/ t ! t
Vy=Vs—— Vg = —.
At m ) Bt m

La velocidad relativa normal invierte su sentido y conserva su médulo: los discos se aproximan antes
del impacto y se separan después. En consecuencia,

/ !/
Upp — Vgn = ch
de modo que

2Jn
m

—Ve=Ve =— J,=mVec.

Por tanto,
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r_ [
vy, =0, vg, = Vel

Para determinar el impulso tangencial, debemos incluir la rotacién. Los momentos de inercia son
1 2 1 2
IAZE’ITLRA, IBZEmRB.

Tomamos como positiva la velocidad angular en sentido antihorario. Los puntos de contacto se
encuentran en R 4n respecto al centro de Ay en — Rpn respecto al centro de B. El teorema del
impulso angular y el momento angular da

!/ /
Tawy = —Rads, Ipwy = —RpJ:.
Por consiguiente,

2.J,
mRA ’

2J,
mRB '

/ !
Wy = — Wwp = —

Las velocidades tangenciales de los puntos materiales en contacto son

3J,
! !/ !/ t
Ugr = Vg + Rawy =Vs——=,

3J;
! !/ /
up = vp — Rpwp = _m .

La igualdad de estas velocidades, establecida en el enunciado, exige que

3J. 3J
Ve — L =L

m m

de donde se obtiene
J, = mV's
6
Asi,
5 1
v;lt = ng, vIBt = EVS ,

y las velocidades angulares, necesarias para el apartado 2, son

Vs
3R,’

Vs
3Rz |

/ !/
Wy = — wp = —

Ambos discos giran en sentido horario para la geometria mostrada.

Volviendo a las coordenadas cartesianas,

v;l = EVst = éVs2, EV.sc ,
6 6 6

o Vent ~vst— (v(es ), -2y
vp=Vent Vst = c+ 5 ) —gVse)

Usandoc? =1—5%,s=b/Dyc = VD? — b2/ D, se obtienen las cuatro componentes de la
seccion Respuestas. Sus sumas satisfacen la conservacion de la cantidad de movimiento:

Vax +Vex =V, Viy + Vpy =0.

eulersolve.org/ipho/1994/

19/20



2) Energias cinéticas después de la colision

La energia cinética de cada disco incluye la traslacion de su centro y la rotacién alrededor de su centro:

Para A,

Por consiguiente,

1 1
Bl = Zmlvif + S L)

1 5 2 1/1 Vs \?2
——m( IV — | ZmR2
2m<6 ) +2<2m A)(?»RA)

(B, 1Y e
“\72 "3 )" ¢

, 3mV?p?
~ 8(Ra+Rp)? |

Para B, las componentes normal y tangencial de la velocidad son perpendiculares, de modo que

Se sigue que

Asi,

242
12 2 2 V

= —n
‘VB‘ Vi + 36

1 52 1/1 Vs \?
_ = V2 2 2 — | = R2
2" (c +36>+2(2m B)<3RB)

1 2 2 1 2 2
Ech -l—ﬂmVs

Loy 1152
2™ EETIA

2 2
By - mV 1_ 11b ‘
2 12(R4 + Rp)?

Como comprobacion de coherencia, la pérdida total de energia cinética es

1
2

mV 2p?

—mV?— (B + E}) = > 0.

12(RA + RB)2

Esta pérdida se debe al rozamiento tangencial; la condicién de elasticidad prescrita se aplica

Unicamente al movimiento relativo normal. Para una colisidn central, b = 0, A se detiene, B adquiere la

velocidad V/, ninguno de los discos gira y no se pierde energia cinética.

La solucion se comprobd con la solucion oficial. Donde esta solucion difiere de la solucion oficial, la solucién oficial

contiene un error o una errata.
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