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题目 1：大气电学

常用数据表

物理量 符号 数值

地球平均半径 。

重力加速度 。

牛顿引力常量 。

真空介电常数 。

真空磁导率 ［原文如此；正确值为 ］。

真空（或空气）中的光速 。

元电荷 。

电子质量 。

质子质量

普朗克常量 。

阿伏伽德罗常量 。

玻尔兹曼常量 。

摩尔气体常量 。

理论题 1

大气电学

从静电学的角度来看，地球表面可以视为良导体。它带有一定的总电荷 ，平均面电荷密度为 。

1) 在晴好天气条件下，地球表面存在竖直向下的电场 ，其大小约为 。求地球表面的面

电荷密度大小及地球表面所带的总电荷量大小。

2) 竖直向下的电场大小随高度增加而减小，在  高处约为 。计算地球表面至 

高度之间的大气中，每  的平均净电荷量。

3) 你在 (2) 中算出的净电荷密度，实际上是单位体积内数量几乎相等的单价正离子和负离子（  和

）共同作用的结果。在地球表面附近，晴好天气条件下， 。这些离子在

竖直电场的作用下运动，其速率与电场强度成正比：

其中，  的单位为 ，  的单位为 。如果没有其他过程（例如闪电）来维持地球表面的电

荷，大气离子的运动需要多长时间才能中和地球表面一半的电荷？

RE 6.4 × 106 m

g 9.8 m s−2

G 6.67 × 10−11 N m2 kg−2

ε0 8.85 × 10−12 C2 N−1 m−2

μ0 8.85 × 10−7 N A−2 4π × 10−7 N A−2

c 3.00 × 108 m s−1

e 1.60 × 10−19 C

me 9.11 × 10−31 kg

mp 1.67 × 10−27 kg

h 6.63 × 10−34 J s

NA 6,02 × 1023 mol−1

k 1.38 × 10−23 J K−1

R 8.31 J mol−1 K−1

Q0 σ0

E0 150 V/m

100 m 100 V/m 100 m

m3

n+

n− n+ ≈ n− ≈ 6 × 108 m−3

v ≈ 1.5 × 10−4 ⋅ E,

v m/s E V/m
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4) 测量大气电场并由此确定  的一种方法，是使用图示装置。一对与地绝缘但彼此相连的金属象限

板，安装在一个接地且匀速旋转的圆盘正下方，圆盘上开有两个象限形孔。（图中为清楚表示装置的

结构，夸大了两者之间的间距。）每转一周，绝缘象限板会两次完全暴露于电场中，随后（经过 

个周期）又被完全屏蔽。设旋转周期为 ，绝缘象限板的内、外半径分别为图示的  和 。

取绝缘象限板被完全屏蔽的某一时刻为 。

求出从  到  这段时间内，绝缘象限板上表面的感应总电荷  随时间变化的表达式，

并画出该变化的示意图。

[在此情形下，可以忽略大气离子电流的影响。]

(5) 将 (4) 中所述装置接到一个放大器上，其输入电路等效于电容  和电阻  的并联电路。（可假

设象限板系统的电容与  相比可以忽略。）圆盘刚开始以周期  旋转时，分别在下列情况下，画出

一个旋转周期内 、  两点间电势差  随  变化的示意图：

a) ；

b) 。

σ0

1/4

T r1 r2

t = 0

t = 0 t = T/2 q(t)

C R

C T

M N V t

T = Ta ≪ CR

T = Tb ≫ CR
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[假设  和  的值固定；情形 (a) 和 (b) 之间只有  发生变化。]

求出情形 (a) 和 (b) 中  最大值的近似比值  的表达式。

6) 假设 、 、 、 、 ，并设圆盘开始

以每秒  转的转速旋转。

在这种情况下，一个旋转周期内  的最大值约为多少？

题目译自官方英文原文。

答案

取 。对于第 4–6 问，将完全暴露时的面积及其感应电荷量的大小定义为

1. 地球表面带负电：

题目所求的大小为上述数值的绝对值。

2. 大气的平均电荷密度为

3. 只计入到达地表的正离子，并将其浓度视为近似不变，有

4. 上表面的感应电荷为

其图像由连接 、  和  的直线段组成，每隔  重复一次。

5. 对于从  开始的第一转： - (a) ：两个正的三角形脉冲，每个脉冲的高度

为

- (b)  在约  和  之间交替变化，过渡过程呈指数变化，时间常数为 ，其中

因此

C R T

V (t) Va/Vb

E0 = 150 V/m r1 = 1 cm r2 = 7 cm C = 0.01 μF R = 20 MΩ

50

V

V = VM − VN

Am =
π

2
(r2

2 − r2
1), Qm = ε0E0Am > 0.

, .σ0 ≃ −1.3 × 10−9 C m−2 Q0 ≃ −6.8 × 105 C

.–ρ ≃ +4.4 × 10−12 C m−3

.t1/2 =
ε0 ln 2

en+(1.5 × 10−4)
≃ 4.3 × 102 s ≃ 7.1 min

q(t) =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

−Qm
4t

T
, 0 ≤ t ≤ T/4,

−Qm(2 −
4t

T
), T/4 ≤ t ≤ T/2.

(0, 0) (T/4, −Qm) (T/2, 0) T/2

V (0) = 0 V ≃ −q/C

.Va ≃
Qm

C

V +Vb −Vb RC

.Vb ≃
4RQm

Tb

.
Va

Vb

≃
Tb

4RC
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6. 第一转中的最大电压为

考虑电阻为有限值时，结果为 ，在  时达到。

解答

1) 地球表面的电荷

处于静电平衡的导体内部电场为零。对跨越导体表面的一个小扁柱形高斯面应用高斯定律，得到

其中，法线方向指向导体外部。由于电场向下指向地球内部，

因此

将地球近似为球体，并以上式作为其平均面电荷密度，有

因此，面电荷密度的大小约为 ，总电荷量的大小约为 。

2) 大气空间电荷

取  轴正方向竖直向上。两个高度处带符号的竖直电场分量为

在  的高度范围内，由于 ，地球的曲率可以忽略。因此，对水平横截面积为  的竖

直柱体应用高斯定律，得到

于是，

电荷为正电荷，这与向下的电场随高度增加而减弱相一致。

3) 中和一半表面电荷所需的时间

地球带负电。正离子向下漂移并能够到达地表；负离子则向上漂移。因此，中和表面电荷的电流只包含正

离子的贡献。

将离子迁移率写为

在这一漂移估算中，将题给的近地表浓度  视为近似不变，则单位时间内到达单位面积的正电荷量为

用  表示剩余负面电荷密度的大小。导体的边界条件给出

.Vmax ≃ 1.0 × 10−3 V = 1.0 mV

0.989 mV t = T/4 = 5.0 ms

E⊥,outside =
σ0

ε0
,

σ0 = −ε0E0.

σ0 = −(8.85 × 10−12)(150) = −1.3275 × 10−9 C m−2.

Q0 = 4πR2
Eσ0 = −4π(6.4 × 106)2(1.3275 × 10−9) ≃ −6.8 × 105 C.

1.3 nC m−2 6.8 × 105 C

z

Ez(0) = −150 V/m, Ez(100 m) = −100 V/m.

100 m 100/RE ≪ 1 A

–ρAh = ε0A[Ez(h) − Ez(0)].

–ρ = ε0
−100 − (−150)

100
= (8.85 × 10−12)(0.50) = 4.425 × 10−12 C m−3.

μ = 1.5 × 10−4 m2 V−1 s−1, v = μE.

n+

j+ = en+v = en+μE.

S(t) = |σ(t)|

E(t) =
S(t)

ε0
.
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由于每个到达的正离子都会使  减小，

因此，放电过程呈指数衰减：

代入数值得

以及

令 ，得到

若再加上向上运动的负离子所贡献的电导率，就会错误地计入一股并未流入地表的电流。

4) 象限板上的感应电荷

忽略边缘效应，并认为凡是被接地圆盘覆盖的象限板部分都受到完全屏蔽。在暴露的上表面，向下的电场

要求其面电荷密度为

两块四分之一圆环形象限板的总面积为

圆盘的角速度为

在最初的四分之一转内，每个开孔暴露出的角宽为 。因此，总暴露面积为

该面积在  时达到 ，随后以相同的速率减小，在  时降至零。因此

由于 ，

S

dS

dt
= −j+ = −

en+μ

ε0
S.

S(t) = S(0)e−t/τ+ , τ+ =
ε0

en+μ
.

en+μ = (1.60 × 10−19)(6 × 108)(1.5 × 10−4) = 1.44 × 10−14 S m−1,

τ+ =
8.85 × 10−12

1.44 × 10−14
≃ 615 s.

S(t1/2) = S(0)/2

.t1/2 = τ+ ln 2 ≃ 426 s ≃ 7.1 min

σupper = −ε0E0.

Am = 2 [
π

4
(r2

2 − r2
1)] =

π

2
(r2

2 − r2
1).

ω =
2π

T
.

θ = ωt

A(t) = 2 [
1

2
(r2

2 − r2
1)θ] =

2π(r2
2 − r2

1)

T
t, 0 ≤ t ≤ T/4.

T/4 Am T/2

A(t) =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

Am

4t

T
, 0 ≤ t ≤ T/4,

Am(2 −
4t

T
), T/4 ≤ t ≤ T/2.

q(t) = −ε0E0A(t)

q(t) =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

−
2πε0E0(r2

2 − r2
1)

T
t, 0 ≤ t ≤ T/4,

−
2πε0E0(r2

2 − r2
1)

T
(

T

2
− t), T/4 ≤ t ≤ T/2.
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示意图是一个向下的三角形脉冲：从零开始，线性减小，在  时达到 ，随后线性增大，在 

时回到零。每转一周出现两个相同的脉冲。

这里的  是上表面的电荷。一个孤立的象限板系统可以通过重新分布其已有电荷，在上表面形成这样的电

荷。

5) 放大器输入端的电压

取 ，其中  接地。旋转开始之前，象限板被屏蔽，电容器已通过电阻放电，因此

忽略象限板系统相对于  的电容，与输入端相连的导体所带电荷为 。正电荷以  的速率经电

阻流出该导体，因此由电荷守恒可得

即

随着象限板逐渐暴露，其上表面积累负电荷。这使电容器的上极板留下正电荷，因此电压起初向正值上

升。

由第 4 问可得，

因此，该电路由方波电流驱动。

为完整起见，令 、 ，并令 。在第  个四分之一周期内，电压为

此表达式与  一起确定了启动时的连续波形。

(a) 快速旋转：

在第一转内，通过  泄漏的电荷很少。保留主导项，有

利用初始条件，得到

因此，电压由两个正的三角形脉冲组成：

，保留主导项

用直线段依次连接相邻各点。最大电压近似为

T/4 −Qm T/2

q

V = VM − VN N

q(0) = 0, V (0) = 0.

C q + CV V /R

d

dt
(q + CV ) = −

V

R
,

.C
dV

dt
+

V

R
= −

dq

dt

−
dq

dt
= I0 =

4Qm

T
.

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

+I0, 0 < t < T/4,
−I0, T/4 < t < T/2,
+I0, T/2 < t < 3T/4,
−I0, 3T/4 < t < T ,

τ = RC B = RI0 tk = kT/4 k = 0, 1, 2, 3

V (t) = (−1)kB + [V (tk) − (−1)kB]e−(t−tk)/τ .

V (0) = 0

Ta ≪ RC

R

C
dV

dt
≃ −

dq

dt
.

V (t) ≃ −
q(t)

C
.

t/Ta 0 1/4 1/2 3/4 1

V /(Qm/C) 0 1 0 1 0

.Va ≃
Qm

C
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当  为有限值时，各段略有弯曲，极小值略为负值，第二个正峰值略低于第一个。上述正三角形是

题目所要求的第一转波形的主导近似。

(b) 缓慢旋转：

除短暂的过渡过程外，电容电流很小，且

因此，电压交替趋近于以下电平：

示意图具有以下特征：

从零开始，以时间常数  按指数规律上升，趋近于 。

在  之后，按指数规律下降，趋近于 。

在  之后，上升并趋近于 。

在  之后，下降并趋近于 。

每个四分之一周期都远长于 ，因此其中的大部分时间对应于几乎水平的平台。电压在切换时刻保持连

续。例如，在第一次切换刚发生之后，

因此，电压在该次切换后约  时过零。

所求比值因而为

6) 电压的数值

完全暴露时的面积为

因此

相关的时间尺度为

特别地，到达第一个峰值所需的时间仅为

因此，快速旋转近似给出

Ta/RC

Tb ≫ RC

V

R
≃ −

dq

dt
.

.V ≃ ±Vb, Vb =
4RQm

Tb

RC +Vb

t = Tb/4 −Vb

t = Tb/2 +Vb

t = 3Tb/4 −Vb

RC

V (t) ≃ −Vb + 2Vbe
−(t−Tb/4)/(RC),

RC ln 2

Va

Vb
≃

Qm/C

4RQm/Tb

=
Tb

4RC
.

Am =
π

2
(0.072 − 0.012

) = 7.54 × 10−3 m2.

Qm = ε0E0Am = (8.85 × 10−12)(150)(7.54 × 10−3) ≃ 1.00 × 10−11 C.

T =
1

50
= 0.020 s,

RC = (20 × 106)(0.01 × 10−6) = 0.20 s.

T

4
= 0.0050 s = 0.025RC.

Vmax ≃
Qm

C
=

1.00 × 10−11

1.00 × 10−8
= 1.0 × 10−3 V.
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由第一个四分之一周期的解可得有限电阻的修正：

该最大值出现在 ；第二个正峰值较小。

解答已与官方解答核对。

题目 2：激光对透明棱镜的作用力

常用数据表

物理量 符号 数值

地球平均半径

重力加速度

牛顿引力常量

真空介电常数

真空磁导率 ［原文如此；正确值为 ］

真空（或空气）中的光速

元电荷

电子质量

质子质量

普朗克常量

阿伏伽德罗常量

玻尔兹曼常量

摩尔气体常量

激光对透明棱镜的作用力

强激光束可以通过折射对微小的透明物体施加可观的力。为说明这一点，考虑一个小玻璃三棱镜，其

顶角为 ，底边长为 ，宽度为 。棱镜的折射率为 ，质量密度为 。

设将该棱镜置于沿  方向水平传播的激光束中。（在本题中，始终假设棱镜不发生转动，即其顶角

始终朝向激光束传播方向的反方向，三角形端面平行于  平面，底面平行于  平面，如图 1 所

示。）取周围空气的折射率为 。假设棱镜各表面均镀有增透膜，因此不发生反射。

Vmax =
4RQm

T
(1 − e−T/(4RC)

) =
Qm

C

1 − e−0.025

0.025
≃ 0.989 mV.

t = T/4 = 5.0 ms

RE 6.4 × 106 m

g 9.8 m s−2

G 6.67 × 10−11 N m2 kg−2

ε0 8.85 × 10−12 C2 N−1 m−2

μ0 8.85 × 10−7 N A−2 4π × 10−7 N A−2

c 3.00 × 108 m s−1

e 1.60 × 10−19 C

me 9.11 × 10−31 kg

mp 1.67 × 10−27 kg

h 6.63 × 10−34 J s

NA 6,02 × 1023 mol−1

k 1.38 × 10−23 J K−1

R 8.31 J mol−1 K−1

A = π − 2α 2h w n ρ

x

xy yz

nair = 1

eulersolve.org/ipho/1993/ 8 / 20



图 1。

激光束的光强沿  方向在整个宽度上均匀分布，但随到  轴的距离  线性减小：在  处取最大

值 ，在  处降为零（图 2）。[光强是单位面积上的功率，例如可用  表示。]

图 2。

1) 对于激光照射到棱镜上表面的情形，写出可用于确定角度 （见图 3）的方程（用  和  表

示）。

图 3。

2) 当棱镜顶角相对于  轴的位移为 ，且  时，用 、 、 、  和  表示激光对棱镜

所施加合力的  分量和  分量。

画出力的水平分量和竖直分量随竖直位移  变化的图像。

3) 设激光束沿  方向的宽度为 1 mm，厚度（沿  方向）为 。棱镜的参数为 、

、 、  和 。

当棱镜顶角位于激光束轴线下方，位移为 （ ）时，要使棱镜所受的激光作用力

与重力（沿  方向）平衡，需要多少瓦的激光功率？

4) 设在无重力条件下进行该实验，使用同一个棱镜，激光束的尺寸与 (3) 中相同，但

。

将棱镜移至距激光束中心线  处并释放，所产生振动的周期是多少？

题目译自官方英文原文。

z x y y = 0

I0 y = ±4h W m−2

θ α n

x y0 |y0| ≤ 3h I0 θ h w y0

x y

y0

z y 80μm α = 30∘

h = 10μm n = 1.5 w = 1 mm ρ = 2.5 g cm−3

y0 = −h/2 = −5μm

−y

I0 = 108 W m−2

y = h/20
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答案

1. 若  为上表面处的折射角，  为底面处的入射角，则

等价地，

2. 定义

则

水平力的图像关于纵轴对称，中间为具有最大值的抛物线段，两侧为直线段。竖直力的图像关

于原点对称，且力为回复力；中间为二次曲线段，两侧为常值线段。

3. 所需的激光总功率为

对应的峰值光强为 。

4. 小振动近似给出

在给定振幅  下保留弱非线性项，得到

周期约增加 。

解答

我们采用几何光学，对透明棱镜忽略吸收，并使用题设的无反射条件。力的计算仅保留棱镜速度与  之比

的最低阶项。

1) 折射与出射角

上表面与竖直底面的夹角为 。因此，其内法线指向水平线下方，与水平线的夹角为 。水平入射光线的

入射角为 。

设  为相对于该法线测量的折射角。由斯涅尔定律得

β γ

sinα = n sinβ, γ = α − β, sin θ = n sin γ.

θ = arcsin[sinα(√n2 − sin2 α − cosα)].

u =
y0

h
, Cx =

I0wh

4c
(1 − cos θ), Cy =

I0wh

4c
sin θ.

Fx = Cx{
7 − u2, |u| ≤ 1,
8 − 2|u|, 1 ≤ |u| ≤ 3,

Fy = −Cy{
u(2 − |u|), |u| ≤ 1,
sgn(u), 1 ≤ |u| ≤ 3.

P ≃ 33 W.

I0 ≃ 8.3 × 108 W m−2

T0 = 2π√
2ρch2 tanα

I0 sin θ
≃ 1.12 × 10−2 s.

h/20

T ≃ 1.13 × 10−2 s,

1.08%

c

α α

α

β

sinα = n sinβ.
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因此，棱镜内的光线在水平线下方传播，与水平线的夹角为

出射面的法线沿水平方向，因此  也是该面处的入射角。再次应用斯涅尔定律，得

于是

展开正弦函数可得一个等价表达式：

因此

图 3 所示的透射光路要求 ，题目给出的数值满足此条件。由对称性，从下表面入射的光线出

射时位于水平线上方，与水平线的夹角为 。

2) 力的分量及其图像

光强分布为

设  和  分别为入射到上表面和下表面的光功率。当顶角位于  处时，两表面在垂直于入射光束的

平面上的投影区间分别为

因此

这里的面积元为 ，即在垂直于入射光方向的平面上的投影面积。无需额外引入入射角因子。

空气中功率为  的光束每单位时间携带的动量为 。对于从上表面入射的光，入射方向和出射方向分

别为

棱镜所受的力等于入射动量流率减去出射动量流率：

类似地，

相加得

γ = α − β

γ

n sin γ = sin θ.

θ = arcsin[n sin(α − arcsin
sinα

n
)].

sin θ = n(sinα cosβ − cosα sinβ)

= sinα√n2 − sin2 α − sinα cosα.

sin θ = sinα(√n2 − sin2 α − cosα).

n sin γ ≤ 1

θ

I(y) = I0 (1 −
|y|

4h
), |y| ≤ 4h.

P+ P− y0

[y0, y0 + h], [y0 − h, y0].

P+ = w∫

y0+h

y0

I(y) dy, P− = w∫

y0

y0−h

I(y) dy.

wdy

P P/c

(1, 0), (cos θ, − sin θ).

F+ =
P+

c
(1 − cos θ, sin θ).

F− =
P−

c
(1 − cos θ, − sin θ).

Fx =
1 − cos θ

c
(P+ + P−), Fy =

sin θ

c
(P+ − P−).
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为计算这些功率，令 。无量纲光强分布的一个原函数为

因此，

当  时，棱镜跨在光束轴线两侧。计算上述表达式可得

当  时，整个棱镜位于轴线的一侧，该处光强随位置线性变化：

因此，令

所求的力为

绘图所用的数值如下：

对于水平力的图像，在  与  之间画一条开口向下的抛物线，在原点处取最大值 。再向

两侧用直线段延伸至  处的 。在整个给定区间内，该力始终为正。

对于竖直力的图像，从  到  画出常值 ，然后接一段二次曲线，使其在  处减小到

零。将该曲线段关于原点作中心对称，得到到达  处  的曲线段，再水平延伸至 。其在原

点处的斜率为 。两条力的图像在  处连接时，斜率均连续。

u = y0/h

J(v) = v −
v|v|

8
, J ′(v) = 1 −

|v|

4
.

P+

I0wh
= J(u + 1) − J(u),

P−

I0wh
= J(u) − J(u − 1).

|u| ≤ 1

P+ + P− =
I0wh

4
(7 − u2),

P+ − P− = −
I0wh

4
u(2 − |u|).

1 ≤ |u| ≤ 3

P+ + P− =
I0wh

4
(8 − 2|u|),

P+ − P− = −
I0wh

4
sgn(u).

Cx =
I0wh

4c
(1 − cos θ), Cy =

I0wh

4c
sin θ,

Fx = Cx{ Fy = −Cy{
7 − u2, |u| ≤ 1,
8 − 2|u|, 1 ≤ |u| ≤ 3,

u(2 − |u|), |u| ≤ 1,
sgn(u), 1 ≤ |u| ≤ 3.

u = y0/h Fx/Cx Fy/Cy

−3 2 1

−2 4 1

−1 6 1

−1/2 6.75 0.75

0 7 0

1/2 6.75 −0.75

1 6 −1

2 4 −1

3 2 −1

u = −1 u = 1 7Cx

u = ±3 2Cx

u = −3 −1 +Cy u = 0

u = 1 −Cy u = 3

−2Cy/h u = ±1

eulersolve.org/ipho/1993/ 12 / 20



竖直力是回复力：位于轴线下方的棱镜，其上表面接收到的光更多，因而被向上推；位于轴线上方时，则

被向下推。

3) 平衡重力所需的激光功率

顶角到底面的距离为

因此，体积和质量分别为

采用国际单位制，

于是

对于  和 ，

在  处，有 ，因此

竖直方向平衡要求

因此

所需功率是整个光束的功率。光束的厚度  等于 ，其三角形光强分布曲线下的面积为 。于

是

代入得

因此

这按题目要求平衡了  方向的重力。水平方向的光学作用力仍为正。

4) 无重力时的振动周期

在题设的整个振动过程中， 。中心区域的力表达式可写为

d = h tanα.

V =
1

2
(2h)dw = h2w tanα, m = ρh2w tanα.

h = 10−5 m, w = 10−3 m, ρ = 2.5 × 103 kg m−3,

m = 1.4434 × 10−10 kg, mg = 1.4145 × 10−9 N.

α = 30∘ n = 1.5

β = arcsin(
sin 30∘

1.5
) = 19.471∘,

γ = 10.529∘, θ = 15.908∘, sin θ = 0.274094.

y0 = −h/2 u = −1/2

Fy =
3

4
Cy =

3I0wh sin θ

16c
.

3I0wh sin θ

16c
= ρh2w tanαg.

I0 =
16ρghc tanα

3 sin θ
= 8.2571 × 108 W m−2.

80μm 8h 4hI0

P = w∫

4h

−4h
I(y) dy = 4hwI0.

P = 4(10−5)(10−3)(8.2571 × 108) = 33.03 W.

P ≃ 33 W.

y

|y0| ≤ h/20 < h

Fy = −
I0w sin θ

2c
y0 (1 −

|y0|

2h
).
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定义

在振幅  下，非线性因子与 1 的差最多为

因此，最低阶近似为简谐运动：

利用上面求得的质量，

并且

对于 ，

于是

也可以利用力的精确表达式计算有限振幅修正。取原点处的势能为零，

从  处由静止释放，得

由对称性，周期为从  运动到  所需时间的四倍：

令 ，

当  时，数值计算得到

因此

K =
I0w sin θ

2c
.

a = h/20

a

2h
=

1

40
= 2.5%.

mÿ0 = −Ky0, ω2
0 =

K

m
.

ω2
0 =

I0 sin θ

2ρch2 tanα
,

T0 = 2π√
2ρch2 tanα

I0 sin θ
.

I0 = 108 W m−2

K = 4.5682 × 10−5 N m−1, ω0 = 562.58 s−1,

T0 = 0.0111685 s ≈ 11.2 ms.

U(y0) =
K

2
y2

0 −
K

6h
|y0|3.

y0 = a

1

2
mẏ2

0 = U(a) − U(y0).

0 a

T = 4√
m

K
∫

a

0

dy

√a2 − y2 − (a3 − y3)/(3h)
.

s = y/a

T =
4

ω0
∫

1

0

ds

√1 − s2 −
a

3h
(1 − s3)

.

a/h = 1/20

T

T0
= 1.01079,

T = 0.0112890 s ≈ 11.3 ms.
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因此，周期约为 ；在给定振幅下，小振动近似的误差约为 。

解答已与官方解答核对。

题目 3：电子束

通用数据表

物理量 符号 数值

地球平均半径 .

重力加速度 .

牛顿引力常量 .

真空介电常数 .

真空磁导率 ［原文如此；正确值为 ］.

真空（或空气）中的光速 .

元电荷 .

电子质量 .

质子质量

普朗克常量 .

阿伏伽德罗常量 .

玻尔兹曼常量 .

摩尔气体常量 .

理论题 3

电子束

加速电压  产生一束均匀、平行的高能电子束。如图所示，电子经过一根细长的带正电铜丝，铜丝

沿垂直于电子束初始方向的方向拉直。符号  表示若铜丝不带电，电子经过铜丝时与铜丝的距离。随

后，电子继续前进，到达位于铜丝后方距离为 （ ）处的屏幕（观察面），如图所示。电子束最

初相对于铜丝轴线延伸至  处。在垂直于纸面的方向上，电子束的宽度和铜丝的长度均可视为

无限大。

带电铜丝沿垂直于纸面的方向延伸。示意图未按比例绘制。

这里给出了一些数值数据；其他数值数据可在试卷前面的表格中找到：

0.011 s 1.1%

RE 6.4 × 106 m

g 9.8 m s−2

G 6.67 × 10−11 N m2 kg−2

ε0 8.85 × 10−12 C2 N−1 m−2

μ0 8.85 × 10−7 N A−2 4π × 10−7 N A−2

c 3.00 × 108 m s−1

e 1.60 × 10−19 C

me 9.11 × 10−31 kg

mp 1.67 × 10−27 kg

h 6.63 × 10−34 J s

NA 6,02 × 1023 mol−1

k 1.38 × 10−23 J K−1

R 8.31 J mol−1 K−1

V0

b

L ≫ b

±bmax
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铜丝半径

 的最大值

铜丝单位长度所带电荷量

加速电压

铜丝到观察屏的距离 .

注意： 对于第 2 - 4 部分，请作出合理近似，以求得解析解和数值解。

1) 计算铜丝产生的电场 。画出  的大小随到铜丝轴线距离变化的示意图。

2) 运用经典物理计算电子的偏转角。计算时，参数  的取值应使电子不撞上铜丝。用  表示电

子初速度与电子到达观察面时的速度之间的（小）夹角。由此计算 。

3) 计算并画出经典物理预言的观察屏上电子落点图样（即强度分布）。

4) 量子物理预言的强度分布与经典物理预言的分布有重大差异。画出量子物理所预言图样的示意图，

并给出定量细节。

题目译自官方英文原文。

答案

设  为屏幕上带正负号的横向坐标，其中  位于铜丝正对的位置，并设  为入射电子束强度。

1. 电场沿径向向外：

电场大小在表面处从零跃变为 ，随后按  递减。

2. 从两侧经过的电子均朝轴线偏转，偏转角近似相同：

3. 考虑铜丝的有限半径，经典图样为

因此，中央强度加倍的条带宽约 ，整个照亮区域宽约 。

= r0 = 10−6 m

b = bmax = 10−4 m

= qlinear = 4.4 × 10−11 C m−1

= V0 = 2 × 104 V

= L = 0.3 m

E E

b θfinal

θfinal

y y = 0 I0

E(r) =
⎧

⎨

⎩

0, r < r0,
qlinear

2πε0r
r̂, r > r0.

7.9 × 105 V m−1 1/r

θfinal ≃
qlinear

4ε0V0
= 6.2 × 10−5 rad.

Icl(y) ≃
⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

2I0, |y| < 17.6 μm,
I0, 17.6 μm < |y| < 81.4 μm,
0, |y| > 81.4 μm.

35 μm 163 μm
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4. 对于相干电子，中央重叠区域内存在干涉条纹：

远离包络边缘处，

在重叠区域内成立。中心为亮纹；各极大值均达到 ，各极小值均为零。整个重叠区域内约

有  个条纹周期。两侧区域的强度仍近似为 。

解答

1) 电场

铜是导体，因此铜丝内部的静电场为零。在可视为无限长的铜丝外部，由柱对称性可知，电场沿径向，且

仅取决于到其轴线的距离 。

对半径为 、长度为  的同轴圆柱面应用高斯定律：

因此，

由于铜丝带正电，电场方向向外。

代入数值得

所以

所要求的图线在  时位于横轴上，在  处向上跃变，随后沿递减的  曲线变化，渐近

趋于零。例如，

2) 偏转角

取  轴沿入射电子束方向，  轴位于图示平面内并与之垂直。铜丝穿过  处。

使用非相对论能量关系：

这里 ，因此对本题采用非相对论处理是合理的近似。

沿未偏转轨迹  计算微小的横向冲量，并将  视为常量。这与铜丝电势影响较弱的情况相符：  与

 之间的电势差仅为

λdB ≃ 8.7 × 10−12 m, d ≃
λdB

2θfinal
= 7.0 × 10−8 m = 70 nm.

Iq(y) ≃ 4I0 cos2
(

πy

d
)

4I0

5.1 × 102 I0

r

r > r0 ℓ

E(r)(2πrℓ) =
qlinearℓ

ε0
.

E(r) =
qlinear

2πε0r
r̂.

qlinear

2πε0
=

4.4 × 10−11

2π(8.85 × 10−12)
= 0.791 V,

E(r+
0 ) =

0.791

10−6
≃ 7.9 × 105 V m−1.

0 ≤ r < r0 r = r0 1/r

E(10r0) = 7.9 × 104 V m−1, E(100r0) = 7.9 × 103 V m−1.

x y x = y = 0

1

2
mev

2 = eV0, v =√
2eV0

me

≃ 8.4 × 107 m s−1.

eV0/(mec
2) ≃ 0.039

y = b v r0

L
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远小于 。

对于从铜丝上方经过的电子， ，其所受横向力为

由于 ，电子到达  时的横向动量变化近似为

上游积分下限的选取假设：给定初始电子束的位置到铜丝的距离与  相比足够大。

对于小角度偏转，

利用 ，得

由于 ，方括号内的量近似为 ，得到

因此，在这一精度下，偏转角与瞄准距离无关：

即使在  时，屏幕距离有限所引起的方括号内修正量的相对大小也仅约为 。

电子束的上半部分向下偏转，下半部分向上偏转。在同一近似下，能够通过的电子满足 。这里忽略

吸引力造成的碰撞临界值的微小变化。

3) 经典强度分布

记

由于 ，可将偏转视为发生在铜丝附近。因此，在轴线上方距离为  处入射的电子到达

而在轴线下方相同距离处入射的电子到达

只有  的电子能够通过。因此，通过的两部分电子束分别占据屏幕上的以下区间：

Φ(r0) − Φ(L) =
qlinear

2πε0
ln(

L

r0
) ≃ 10 V,

V0 = 2 × 104 V

b > 0

Fy = −eEy = −
eqlinear

2πε0

b

x2 + b2
.

dt = dx/v x = L

Δpy =
1

v
∫

L

−∞
Fy dx

= −
eqlinear

2πε0v
[

π

2
+ tan−1

(

L

b
)].

b

θfinal ≃
|Δpy|

mev
.

mev
2 = 2eV0

θfinal(b) ≃
qlinear

4πε0V0
[

π

2
+ tan−1

(

L

b
)].

L ≫ b π

θfinal ≃
qlinear

4ε0V0
.

θfinal =
4.4 × 10−11

4(8.85 × 10−12)(2 × 104)
≃ 6.2 × 10−5 rad.

b = bmax 10−4

b > r0

α = θfinal, a = Lα ≃ 18.6 μm.

L ≫ bmax b

y = b − a,

y = −b + a.

r0 < b < bmax

上方入射部分： r0 − a < y < bmax − a,

下方入射部分： −bmax + a < y < a − r0.
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代入数值，这两个区间分别为

和

对于每一部分，映射均满足 。因此，由电子通量守恒可知，只有一部分电子束到达的地方强

度为 ，两部分均到达的地方强度为 。

定义

则

示意图关于  对称。从左侧开始，强度在  处由零跃变为 ，在  处升至

，在  处降至 ，并在  处恢复为零。各条带沿平行于铜丝的方向均匀延伸。

它们的宽度为

中央不存在几何阴影：偏转后的两部分电子束相互重叠。

检验通量可得

这恰好等于在此近似下扣除被铜丝截获的电子后的入射通量。

4) 量子强度分布

对于理想的单能相干入射电子束，从铜丝两侧通过的部分在重叠区域内发生干涉。

电子的德布罗意波长为

所以

在重叠区域内，两列近似平面波分别沿与原方向成  和  角的方向传播。因此，它们的横向波矢分量

分别为  和 ，其中

镜像对称性使它们在  处的相位相同。在屏幕坐标  处，它们的相位差为

每列波单独贡献的强度均为 ，所以

−17.6 < y < 81.4 μm

−81.4 < y < 17.6 μm,

|dy/db| = 1

I0 2I0

w = a − r0 ≃ 17.6 μm, Y = bmax − a ≃ 81.4 μm.

Icl(y) =
⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

2I0, |y| < w,
I0, w < |y| < Y ,
0, |y| > Y .

y = 0 −81.4 μm I0 −17.6 μm

2I0 +17.6 μm I0 +81.4 μm

中央重叠区域宽度 = 2(a − r0) ≃ 35.3 μm,

每侧区域宽度 = bmax − 2a + r0 ≃ 63.7 μm.

∫ Icl(y) dy = 2I0(bmax − r0),

λdB =
h

p
=

h

√2meeV0

,

λdB =
6.63 × 10−34

√2(9.11 × 10−31)(1.60 × 10−19)(2 × 104)

≃ 8.7 × 10−12 m.

+α −α

+k sinα −k sinα

k =
2π

λdB
.

y = 0 y

Δϕ(y) = 2ky sinα.

I0

eulersolve.org/ipho/1993/ 19 / 20



因此，条纹间距为

得到

在几何包络近似的精度下，

所要求的示意图与经典图样具有相同的大尺度包络，但中央平台被密集的条纹取代：

亮纹出现在  处，强度为 ；  为整数。

暗纹出现在  处，强度为零。

位于  处的中央条纹为亮纹。

条纹为直线，且与铜丝平行。

条纹的平均强度为 ，等于经典分布的中央强度。

整个重叠区域内的条纹周期数近似为

衍射使包络边界变得平滑，因此上述分段表达式适用于远离这些边缘的区域。相关的横向衍射尺度的量级

为

无法分辨  条纹的探测器测得的是条纹的平均值，因而近似得到经典分布。

解答已与官方解答核对。

Iq(y) = I0 + I0 + 2I0 cos Δϕ

= 4I0 cos2(ky sinα).

d =
λdB

2 sinα
≃

λdB

2α
,

d ≃ 6.99 × 10−8 m ≃ 70 nm.

Iq(y) ≃

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

4I0 cos2
(

πy

d
), |y| < w,

I0, w < |y| < Y ,
0, |y| > Y .

y = nd 4I0 n

y = (n + 1
2 )d

y = 0

2I0

N ≃
2w

d
=

35.3 × 10−6

6.99 × 10−8
≃ 5.1 × 102.

√λdBL ≃ 1.6 μm.

70 nm
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