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题目 1：旋转的卫星

图中所示的卫星在地球赤道平面内沿近似圆形轨道绕地球运行。卫星由一个质量为零的中心物体 P

和四个外围小物体 B 组成。四个物体 B 的质量均为 ：它们通过长度为  的不可伸长的细长绳与 P

相连。这五个物体，即 P 和四个物体 B，均位于赤道平面内，并可在此平面内转动。四根径向绳之

间还用细绳相互连接，使径向绳之间的夹角始终保持为 。

系统中设置这些连接绳是为了防止各个物体 B 发生振荡，否则运动分析将变得极其复杂。所有物体

B 都以相同的角速度绕 P 转动，相对于恒星的角速度为 。因此，卫星的运动如同一个刚体。

请针对一般情形分析以下问题，考虑所有可能的情况，包括物体 B 的两个转动方向。还需对问题 (1)

和 (2) 中求出的某些量给出数值——所要求的量及所需数值数据列在题目末尾。

1) 图中所示的卫星处于这样的位置：对于不同的绳，  与  平行同向、平行反向或垂直。（矢量 

从物体 P 指向一个物体 B，长度为 ；矢量  从地球质心指向物体 P。）

求在这四个位置中，径向绳分别对相应物体 B 施加的力。这些位置近似对应于力的最大值和最小

值。

2) 四个物体 B 内部各装有一台相同的太阳能驱动机器，与径向绳相连。每当绳中的力接近最大值时

（如上一问所述），各机器便在短时间内将绳向 B 内收进；当张力最小时，再放出相同长度的绳。

收进和放出的绳长为径向绳平均长度的 。平均长度不随时间变化。

一台机器转换的净功率在卫星转动一周内的平均值是多少？
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净功率定义为 ，其中  是机器收绳时对绳所做的功，  是放绳时绳对机器所做的

功，  是转动周期。

3) 讨论机器的作用所引起的卫星运动变化。特别是，分析背面表格中所列各量可能发生的变化。

将你的结果和说明填入表格，并且不要忘记提交。

数据：

请对以下情况给出数值答案：

中心物体的轨道半径为 。

径向绳的平均长度为 。

因此，卫星系统的直径为 。

物体 B 的质量为 。

初始时，四个物体 B 相对于恒星以每小时  周的转速绕中心物体 P 转动。

绳的质量可忽略不计，中心物体 P 的质量为零。

提示：

考虑  的两个转动方向。

不要求精确解。精度为  的结果完全可以接受。

忽略月球和太阳的引力作用。

有用数据：

物理量 数值

地球质量

万有引力常量

地球赤道半径

将乘积  记为 。

国家代码：

答题表

请填写此表，作为答案的一部分。必要时写出等式或不等式，和／或简短说明。

下列物理

量……

在何种条件下增

大……

在何种条件下减

小……

在何种条件下保持不

变……

在所有情况下均保持

不变。

卫星的轨道速

度
是 ☐ 否 ☐

卫星的轨道半

径 
是 ☐ 否 ☐

卫星的角速度
是 ☐ 否 ☐

卫星的引力势

能
是 ☐ 否 ☐

机器做功能否使卫星到达更高的轨道？

W1 − W2

T
W1 W2

T

R = RE + 500 km

r = 100 km
200 km

m = 1000 kg

10

ω

5%

ME = 5.97 × 1024 kg

G = 6.673 × 10−11 m3 kg−1 s−2

RE = 6378 km

MEG K K = 3.983 × 1014 m3 s−2

R

ω
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是 ☐

否 ☐

卫星能否到达任意高的轨道，实际上脱离地球的引力影响？为什么？

答案：……………………………………………………………………

题目译自官方英文原文。

答案

取轨道运动方向为正方向，并定义

自转角速度  带有正负号：顺行自转为正，逆行自转为负。

1. 保留  的最低阶项，绳的力指向 P，其大小为

和

对于给定的两个自转方向，均有

在此精度下，要使柔性绳在完整的一周转动中保持绷紧，需满足 。

2. 一台机器提供的平均净功率为

数值为

同步转动时， ，不存在反复的收放绳循环，平均功率为零。

3. 对于描述长期演化的刚体模型，填写后的表格为：

物理量 增大的条件 减小的条件 保持不变的条件 是否在所有情况下均不变？

轨道速率 否

轨道半径 否

带正负号的自转角速度 否

引力势能 否

因此，逆行自转的角速度大小会增大。形式上，当顺行自转满足  时，自转会减慢，随后

反向；下文将说明柔性绳在此区间内的可行性限制。

更高的轨道： 可以，在轨道上升的演化分支上即可，特别是在逆行自转足够快时。

Ω = √

K

R3
> 0, ϵ =

Δr

r
= 0.01.

ω

r/R

F∥ = Fanti ≃ mr(ω2 + 2Ω2)

.F⊥,1 = F⊥,2 ≃ mr(ω2 − Ω2)

, Fmax − Fmin ≃ 367 N.Fmax ≃ 30.7 kN, Fmin ≃ 30.3 kN

|ω| ≥ Ω

.P 1 =
3ϵmr2Ω2

π
|ω − Ω|

–

, .P 1 = 1.91 kW （顺行）
–

P 1 = 2.17 kW （逆行）
–

ω = Ω

v ω > Ω ω < Ω ω = Ω

R ω < Ω ω > Ω ω = Ω

ω ω > Ω ω < Ω ω = Ω

U ω < Ω ω > Ω ω = Ω

0 < ω < Ω
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任意高的轨道： 在理想的牛顿力学模型内可以。越来越负的自转角动量补偿了不断增大的轨道角动

量。轨道半径没有有限的上限，不过到达无穷远需要无限长的时间和无界增大的自转能量。

解答

我们采用以下小参数：

我们保留引力梯度力的最低阶项，以及微小收放绳行程所做功的最低阶项。在每个收放绳循环内，将轨道

视为圆形，而轨道半径和平均自转角速度缓慢变化。平均转动惯量为

1) 四根径向绳中的力

令  从地球指向 P，并用  表示一个外围物体相对于 P 的位置。将地球的引力加速度在 P 附近

展开，得到

这就是潮汐加速度。

在指定的四个位置，保留到上述阶数时，此加速度沿相对于 P 的径向。若  为  与  的夹角，则其径

向分量为

外围物体相对于 P 所需的径向加速度为 。取从 P 向外为正方向，由牛顿第二定律得到

其中  为绳向内施加的力。因此

对于外侧和内侧的物体， ：

地球引力的差异有使这些物体远离 P 的趋势，因此增大了所需的张力。

对于两个横向物体， ：

此时潮汐力指向 P，提供了一部分向心力。

因此，

近侧和远侧物体之间的微小差异超出了此一阶近似的范围。

利用题给数据，

r

R
=

100

6878
≃ 0.0145, ϵ = 0.01.

I ≃ 4mr2.

eR ρ = re

g(R + ρ) − g(R) ≃
K

R3
[3(ρ ⋅ eR)eR − ρ].

θ e eR

δgr = Ω2r(3 cos2 θ − 1).

−ω2r

−mω2r = mδgr − F ,

F

F = mr [ω2 + Ω2(3 cos2 θ − 1)].

cos2 θ = 1

.F∥ = Fanti ≃ mr(ω2 + 2Ω2)

cos2 θ = 0

.F⊥,1 = F⊥,2 ≃ mr(ω2 − Ω2)

.ΔF = Fmax − Fmin = 3mrΩ2 =
3Kmr

R3

R = 6.878 × 106 m, Ω = √

3.983 × 1014

(6.878 × 106)3
= 1.1064 × 10−3 rad s−1,
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以及

两个力的特征值为

所以，

取舍后得到答案  和 。

转动方向不影响这些力，因为它们取决于 。

由  得到一项物理限制：

若 ，则在横向位置需要一个径向压力。柔性绳无法提供这种力，因此假定的刚体转动无法维持完

整的一个周期。

2) 一台机器的净功率

收放绳的行程为

保留此行程的一阶项，一次收绳行程中提供的功与随后一次放绳行程中回收的功分别为

因此，一次收放循环提供的功为

在此阶数下，离心项的贡献相互抵消。数值为

地球与卫星的连线相对于恒星以角速度  转动。因此，绳相对于该连线的方位角变化率为

每根绳在每个相对转动周期内经历两次张力最大值和两次张力最小值。相对转动周期为

因此，一台机器在该周期内所做的净功为 。于是

对于顺行自转， ：

对于逆行自转， ：

|ω| =
10(2π)

3600
= 1.74533 × 10−2 rad s−1.

mrω2 = 3.04617 × 104 N, mrΩ2 = 122.412 N.

Fmax ≃ 3.07066 × 104 N, Fmin ≃ 3.03393 × 104 N,

30.7 kN 30.3 kN

ω2

Fmin ≥ 0

|ω| ≥ Ω.

|ω| < Ω

Δr = ϵr = 1000 m.

Win ≃ FmaxΔr, Wout ≃ FminΔr.

ΔW = (Fmax − Fmin)Δr = 3ϵmr2Ω2.

ΔW ≃ 3.67236 × 105 J.

Ω

θ̇ = ω − Ω.

Trel =
2π

|ω − Ω|
,

2ΔW

.P 1 =
2ΔW

Trel
=

3ϵmr2Ω2

π
|ω − Ω|

–

ω = |ω|

Trel = 384.37 s, P 1 =
2(3.67236 × 105)

384.37
≃ .

–
1.91 kW

ω = −|ω|

Trel =
2π

|ω| + Ω
= 338.54 s,
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当  时，相对于地球的方位固定。绳不会反复经过张力最大值和最小值，因此持续运行的平均功率

为零。

3) 卫星运动的变化

将卫星的总质量记为 。在所保留的精度下，其轨道速率、角动量、机械能和引力势能分别为

每个引力都指向地心，因此对地心的力矩为零。机器施加的是内力。因此，忽略辐射压时，

求导得到

即

因此，带正负号的自转角动量增大会使轨道半径减小。

四台机器提供的总机械功率为 。对能量求导，并代入角动量守恒关系，得到

因此

由于运行中的机器提供正的净功率，

更具体地说，周期平均变化率为

和

这些关系确定了答题表中的所有条目：

较快的顺行自转， ： 自转加快，轨道收缩，轨道速率增大，引力势能减小。

逆行自转， ： 带正负号的自转角速度减小，因此逆行自转的角速度大小增大。轨道扩张，轨

道速率减小，引力势能增大。

P 1 ≃ .
–

2.17 kW

ω = Ω

M = 4m

v = √

K

R
,

L = M√KR + Iω,

E = −
KM

2R
+

1
2
Iω2, U = −

KM

R
.

.L̇ = 0

M

2
√

K

R
Ṙ + Iω̇ = 0,

.Ṙ = −
2I

MRΩ
ω̇ = −

2r2

RΩ
ω̇

Ptot = 4P 1
–

Ptot =
KM

2R2
Ṙ + Iωω̇ = I(ω − Ω)ω̇.

.Ptot = I(ω − Ω)ω̇

sgn(ω̇) = sgn(ω − Ω).

ω̇ =
3ϵΩ2

π
sgn(ω − Ω)

.Ṙ = −
6ϵr2Ω
πR

sgn(ω − Ω)

ω > Ω
ω < 0
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形式上， ： 顺行自转减慢，同时轨道扩张。持续运行会使自转反向。此区间受第 (1) 问

中所得柔性绳限制的约束。

同步转动， ： 不存在反复的收放绳动作，因此机器不会引起长期变化。

特别地，轨道速率和势能变化率的正负号可直接由下式确定：

若将表格中的角速度一行理解为不带正负号的转动速率，则：对于较快的顺行自转和逆行自转，  均增

大；对于形式上的较慢顺行自转情形，它会减小，直至自转反向。

到达更高及任意高轨道的可能性

一颗逆向自转足够快的卫星满足 ，因此其绳始终承受张力，且 。所以它能够到达更高的轨

道。

角动量守恒并不对轨道半径施加有限的上限。初始状态与之后某一圆轨道状态之间满足

由于 ，

随着  增大，越来越大的正轨道角动量由越来越负的自转角动量补偿。太阳能驱动的机器提供所需能量。

上升速率逐渐减小。在轨道上升的演化分支上，

积分得到

在此理想模型中，任意有限的目标半径都能在有限时间后到达，但  要求 。此外，所需的

自转能量会无界增长：

因此，在所述理想化假设下，可以到达任意高的有限轨道，而逃逸至无穷远只是这一通过收放绳逐步提升

圆轨道的过程的渐近极限。

解答已与官方解答核对。

题目 2：线性分子的纵向运动

本题将分析线性分子的纵向运动，即沿分子轴线方向的运动。不考虑分子的转动和弯曲。假设分子由

 个原子组成，其质量分别为 。假设每个原子都通过化学键与相邻原子连接。将

每个化学键近似为遵守胡克定律的无质量弹簧，其劲度系数分别为 。该分子如图 1

所示。

0 < ω < Ω

ω = Ω

v̇ = −
v

2R
Ṙ, U̇ =

KM

R2
Ṙ.

|ω|

ω < −Ω Ṙ > 0

M√KR + Iω = M√KR0 + Iω0.

I/M = r2

.ω(R) = ω0 −
√K

r2
(

√R − √R0)

R

Ṙ =
6ϵr2√K

π
R−5/2,

.R(t)7/2 = R
7/2
0 +

21ϵr2√K

π
t

R → ∞ t → ∞

1

2
Iω2 ∼

2mK

r2
R (R → ∞).

N m1,m2, … ,mN

k1, k2, … , kN−1
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图 1. 由  个原子组成的线性分子。

解答本题时，请使用以下事实：线性分子的纵向振动是若干独立振动的叠加，这些独立振动称为简正

振动或简正模。在一个简正模中，所有原子都以相同的频率做简谐运动，并同时通过各自的平衡位

置。

问题

1) 设  为原子  相对于其平衡位置的位移。将作用于每个原子的力  表示为位移 

和劲度系数  的函数。各力  之间存在什么关系？利用这一关系，推

导位移  之间的关系，并说明这一关系的物理意义。

2) 分析双原子分子 AB 的运动（图 2）。弹簧的劲度系数为 。推导作用于原子 A 和 B 的力的表达

式。确定该分子可能的运动类型。确定相应的振动频率，并解释所得结果。特别是，为什么两个原子

的质量不同，却能以相同的频率振动？

图 2. 双原子分子 AB

3) 分析三原子分子  的运动（图 3）

图 3. 三原子分子 。

将每个原子所受的合力表示为仅与该原子自身位移有关的函数。推导该分子可能的运动及相应的振动

频率。

4)  分子的两个纵向振动模的频率分别为  和 。求 CO 键劲

度系数的数值。

你认为，这种对分子化学键结构的近似能在多大程度上描述真实分子的振动？

碳原子的原子质量 = ，氧原子的原子质量 = 。原子质量单位 =

。

N

xi i Fi x1,x2, … ,xN

k1, k2, … , kN−1 F1,F2, … ,FN

x1,x2, … ,xN

k

BA2

BA2

CO2 3.998 × 1013 Hz 7.042 × 1013 Hz

12 amu 16 amu

1.660 × 10−27 kg
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题目译自官方英文原文。

答案

1. 各原子所受的力为

它们满足 ，因此

质心做匀速运动。对于在质心静止参考系中描述的内部振动，

2. 对于 AB，

存在频率为零的整体平移和一个内部振动模：

在这一振动中， ：两原子的运动方向相反，振幅与各自的质量成反比。

3. 对于 ，各简正模为：

运动 位移比 频率

整体平移

对称伸缩

反对称伸缩

在对称伸缩中，

在反对称伸缩中，

F1 = k1(x2 − x1),
Fi = ki(xi+1 − xi) − ki−1(xi − xi−1), 2 ≤ i ≤ N − 1,
FN = −kN−1(xN − xN−1).

∑i Fi = 0

∑

i

mixi = C0 + C1t.

∑

i

mixi = 0.

FA = k(xB − xA), FB = k(xA − xB).

f =
1

2π
√k(

1

mA

+
1

mB

) =
1

2π
√

k

μ
, μ =

mAmB

mA + mB

.

mAxA = −mBxB

BA2

x1 : x2 : x3

1 : 1 : 1 0

1 : 0 : −1 fs =
1

2π
√

k

mA

1 : −
2mA

mB

: 1 fa =
1

2π
√k(

1

mA
+

2

mB
)

F1 = −kx1, F2 = 0, F3 = −kx3.

F1 = −k(1 +
2mA

mB

)x1,

F2 = −k(2 +
mB

mA

)x2,

F3 = −k(1 +
2mA

mB

)x3.
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一般运动是这两种振动与匀速平移的叠加。

4. 两个实测频率分别给出

因此，具有代表性的键劲度系数近似值为 。不存在一个  值能同时精

确符合这两个频率：模型预测的频率比为 ，而观测到的频率比为 。该模型给出了

合理的近似，这一比值的偏差约为 。

解答

1) 力与质心

对所有位移，均取沿分子轴线的同一方向为正方向。连接原子  和  的弹簧的长度变化为

因此，这些遵守胡克定律的理想弹簧的势能为

利用 ，可得

以及

每根弹簧对其两端施加大小相等、方向相反的力。因此，

由牛顿第二定律可得

所以

记 ，则质心位移为

因此，质心的速度恒定，这与不受外力的孤立系统所应具有的性质一致。

对于频率非零的简正模，

由于 ，

ks = 1.676 × 103 N m−1, ka = 1.418 × 103 N m−1.

k ≈ 1.5 × 103 N m−1 k

1.915 1.761
9%

i i + 1

Δℓi = xi+1 − xi.

U =
1

2

N−1

∑

i=1

ki(xi+1 − xi)
2.

Fi = −∂U/∂xi

F1 = k1(x2 − x1),

Fi = ki(xi+1 − xi) − ki−1(xi − xi−1), 2 ≤ i ≤ N − 1,

FN = −kN−1(xN − xN−1).

N

∑

i=1

Fi = 0.

d2

dt2
(∑

i

mixi) = 0,

∑

i

mixi = C0 + C1t.

Mtot = ∑imi

XCM =
∑imixi

Mtot
.

xi = ai cos(ωt + ϕ).

ẍi = −ω2xi
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因此

内部振动使质心保持不动。匀速平移可以独立地叠加在其上。

2) 双原子分子 AB

弹簧的伸长量为 ，所以

引入质心位移和相对位移：

将运动方程相加，得到

将两原子的加速度相减，得到

因此

其中

完整的运动为

存在两种独立的运动类型：

整体平移： ，因此 。弹簧没有形变，两个原子所受的力均为零。这是

零频率模。

内部振动： 在质心静止参考系中，

两原子以相反的相位振动，其频率为

为理解质量不同的两原子为何具有相同频率，消去另一原子的位移：

0 = ∑

i

miẍi = −ω2
∑

i

mixi.

∑

i

mixi = 0 (ω ≠ 0).

xB − xA

mAẍA = k(xB − xA), mBẍB = −k(xB − xA).

X =
mAxA + mBxB

mA + mB

, q = xB − xA.

Ẍ = 0.

q̈ = −k(
1
mA

+
1
mB

)q.

X = X0 + V t, q = Q cos(ωt + ϕ),

, μ =
mAmB

mA + mB

.ω2 = k(
1
mA

+
1
mB

) =
k

μ

xA = X0 + V t −
mB

mA + mB

Q cos(ωt + ϕ),

xB = X0 + V t +
mA

mA + mB

Q cos(ωt + ϕ).

q = 0 xA = xB = X0 + V t

mAxA + mBxB = 0.

f =
ω

2π
=

1

2π
√

k

μ
.
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于是

将各回复力系数除以相应的质量，得到相同的值：

因此，两原子具有相同的角频率。质量的不同对应于振幅的不同：

较重的原子，其位移振幅和加速度振幅都较小。

3) 三原子分子 

记 、 。由胡克定律可得

整体平移  使三个原子所受的力均为零。

对于内部振动，在质心静止参考系中分析：

定义两端原子位移的平均值及差值的一半：

于是

将两端原子的运动方程相加和相减，得到

这对应于两个独立的简谐振子，因此给出了全部内部简正模。

对称伸缩模。 令 。于是

中间原子保持静止，两端原子以相等的振幅沿相反方向运动。两个化学键同时伸长、同时缩短。

用各原子自身的位移表示其所受的力，得到

因此

xB = −
mA

mB

xA, xA = −
mB

mA

xB.

FA = −k(1 +
mA

mB

)xA, FB = −k(1 +
mB

mA

)xB.

k(1 + mA/mB)

mA

=
k(1 + mB/mA)

mB

= k(
1
mA

+
1
mB

).

|xA|max

|xB|max
=

mB

mA

.

BA2

m = mA M = mB

mẍ1 = k(x2 − x1),
Mẍ2 = k(x1 + x3 − 2x2),
mẍ3 = k(x2 − x3).

x1 = x2 = x3 = X0 + V t

m(x1 + x3) + Mx2 = 0.

s =
x1 + x3

2
, d =

x1 − x3

2
.

x1 = s + d, x3 = s − d, x2 = −
2m
M

s.

ms̈ = k(x2 − s) = −k(1 +
2m
M

)s,

md̈ = −kd.

s = 0

x2 = 0, x1 = d, x3 = −d.

F1 = −kx1, F2 = 0, F3 = −kx3.
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这一频率与中间原子的质量无关，因为在整个运动过程中，作用于它的两个弹簧力始终相互抵消。

反对称伸缩模。 令 。于是

两端原子同向运动，中间原子则沿相反方向运动。一个化学键伸长时，另一个化学键缩短。

对于两端原子，分别有

对于中间原子，利用 ：

三个方程均给出

这些仅含单个原子位移的力的表达式适用于上述相应的简正模。一般的叠加运动遵从原来的耦合力方程。

完整的运动可写为

因此，存在两个纵向振动模和一个平移模。

4) 键劲度系数的数值与模型评估

对于 ，两端原子为氧原子，中间原子为碳原子：

由于 ，取

由对称模，

ω2
s =

k

mA
, fs =

1

2π
√

k

mA
.

d = 0

x1 = x3 = s, x2 = −
2m

M
s.

F1 = k(x2 − x1) = −k(1 +
2m

M
)x1,

F3 = −k(1 +
2m
M

)x3.

x1 + x3 = −(M/m)x2

F2 = k(x1 + x3 − 2x2) = −k(2 +
M

m
)x2.

ω2
a = k(

1

mA

+
2

mB

), fa =
1

2π
√k(

1

mA

+
2

mB

).

= (X0 + V t)

+ As cos(ωst + ϕs)

+ Aa cos(ωat + ϕa) .

⎛

⎜

⎝

x1

x2

x3

⎞

⎟

⎠

⎛

⎜

⎝

1

1

1

⎞

⎟

⎠

⎛

⎜

⎝

1

0

−1

⎞

⎟

⎠

⎛

⎜

⎝

1

−2mA/mB

1

⎞

⎟

⎠

CO2

mA = mO = 16(1.660 × 10−27) = 2.656 × 10−26 kg,

mB = mC = 12(1.660 × 10−27) = 1.992 × 10−26 kg.

fa > fs

fs = 3.998 × 1013 Hz, fa = 7.042 × 1013 Hz.
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所以

由反对称模，

所以

这些估计表明，键劲度系数约为

两者的差异说明，该模型无法用单一劲度系数同时重现实测的两个频率。

频率比提供了一种与  无关的直接一致性检验。模型预测

实测的比值为

例如，拟合较低的频率后，预测得到

这比实测的较高频率高出 。

因此，理想弹簧模型能够合理地近似描述这两种伸缩运动及其频率的量级。但其定量精度有限：真实分子

的回复力可能包含两个化学键伸长量之间的耦合，也可能偏离胡克定律，而该模型忽略了这些因素。

解答已与官方解答核对。

题目 3：阳光下的卫星

在本题中，你将计算一颗空间卫星的温度。假设卫星是一个直径为 1 m 的球体。卫星各处始终保持相

同的温度。卫星的整个球面都涂有同一种涂层。卫星位于地球附近，但不在地球的阴影中。

太阳的表面温度（其黑体表面温度）为 ，半径为 。太阳与地球之间的

距离为 。阳光使卫星升温，直到卫星的黑体辐射功率等于它从阳光中吸收的功率。黑

体单位面积的辐射功率由斯特藩–玻尔兹曼定律  给出，其中  是普适常量，数值为

。作为第一步近似，可以假设太阳和卫星都吸收照射到它们上的全部电磁

辐射。

1) 求卫星温度  的表达式。这个温度的数值是多少？

2) 温度为  的物体，其黑体辐射谱  遵循普朗克辐射定律

ks = mO(2πfs)
2,

ks = (2.656 × 10−26)[2π(3.998 × 1013)]
2

= 1.676 × 103 N m−1.

ka =
(2πfa)2

1/mO + 2/mC
,

ka = 1.418 × 103 N m−1.

k ≈ 1.5 × 103 N m−1.

k

fa

fs
= √1 +

2mO

mC
= √1 +

32

12
= √

11

3
= 1.915.

(

fa

fs
)

measured

=
7.042

3.998
= 1.761.

fa = 1.91485(3.998 × 1013) = 7.656 × 1013 Hz,

8.71%

Tsun = 6000 K 6.96 × 108 m

1.5 × 1011 m
P = σT 4 σ

5.67 × 10−8 W m−2K−4

T

T u(T , f)
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其中 ，而  是频率区间  内电磁辐射的能量密度。式中，

 是普朗克常量，  是玻尔兹曼常量，

 是光速。

将黑体辐射谱对所有频率  和辐射方向积分，就得到单位面积的总辐射功率 ，即上述斯特

藩–玻尔兹曼定律所给出的结果。

图中给出了归一化谱

随  的变化关系。

在许多应用中，需要使卫星的温度尽可能低。为了冷却卫星，工程师使用一种反射涂层，它能反射频

率高于某一截止频率的光，但不妨碍较低频率的热辐射逸出。假设这一（突变的）截止频率对应于

。

卫星新的平衡温度是多少？不需要给出精确答案。因此，不要进行繁琐的积分；在必要时作出近似。

对整个范围的积分为

而  在  处取得最大值。当  很小时，可以将指数函数展开为 。

3) 现在考虑一颗真实的卫星，它带有向外伸展的太阳能电池板，用于发电。卫星内部电子设备耗散

的热量构成一个额外的热源。假设内部热源的功率为 1 kW，在上述第 2) 问的情况下，卫星的平衡温

度是多少？

4) 某制造商以如下方式宣传一种特殊涂料：

“这种涂料能反射全部入射辐射（包括可见光和红外线）的 90% 以上，同时却能像黑体一样在所有

频率（可见光和红外线）上辐射，从而带走卫星的大量热量。因此，这种涂料有助于使卫星的温度尽

可能低。”

这样的涂料可能存在吗？为什么？

5) 为了使一个与本题所考虑的卫星类似的球形物体的温度高于第 1) 问中计算出的温度，涂层应具有

哪些性质？

u(T , f) df =
8πk4T 4

c3h3

η3 dη

eη − 1

η = hf/kT u(T , f)df [f, f + df]
h = 6.6 × 10−34 J s k = 1.4 × 10−23 J K−1

c = 3.0 × 108 m s−1

f P = σT 4

σ =
2π5k4

15c2h3

c3h3

8πk4

u(T , f)

T 4

η

hf/k = 1200 K

∫

∞

0

η3 dη

eη − 1
=

π4

15

η3/(eη − 1) η = 2.82 η eη ≃ 1 + η
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题目译自官方英文原文。

答案

1. 设太阳半径为 ，太阳与卫星之间的距离为 ，则

2. 使用题目给出的小  近似，

3. 考虑涂层对高频热辐射的抑制作用， \[ \boxed{T_3\simeq 3.2\times10^2\ \mathrm{K}

\quad\text{（约为 ）。}} \]

4. 不可能。 基尔霍夫定律要求每个频率上的吸收率与发射率相等。一个反射率超过  的表

面，不可能同时在这些频率上像黑体一样辐射。

5. 涂层应当强烈吸收太阳辐射，而仅微弱地发射热红外辐射：在太阳辐射的频率范围内具有高吸

收率，在卫星自身较低的热辐射频率范围内具有高反射率。

解答

设卫星半径为 ，太阳半径为 ，太阳与卫星之间的距离为 。我们采用题目给出的辐射平

衡模型，忽略来自地球的辐射及其他热交换。

R⊙ D

T1 = Tsun√
R⊙

2D
≃ 289 K.

η

T2 ≃ T1[
5

π4
(

1200 K

Tsun
)

3

]

1/4

≃ 41 K.

317 K

90%

a = 0.50 m R⊙ D
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1) 黑体卫星

太阳的光度为

因此，卫星所在位置的太阳辐照度为

卫星以其投影面积  截获阳光，而其整个表面  都向外辐射。因此，热平衡要求

于是

代入数值得

由于吸收功率和辐射功率都与  成正比，卫星半径在计算中被约去。

2) 带有频率选择性涂层的卫星

记

其中  为截止频率。理想的带涂层卫星在低于  的频率上像黑体一样吸收和发射，而在高于  的频率

上，反射同时抑制了吸收和发射。光谱吸收率与光谱发射率相等的这一关系就是基尔霍夫定律。

将无量纲截止值  以下的黑体辐射功率所占比例定义为

对于温度为  的物体，相应的截止值为 。因此，平衡方程为

利用第 1 问的结果，

对于阳光，

在这一很小的区间内，始终有 ，所以

L⊙ = 4πR2
⊙σT

4
sun.

S =
L⊙

4πD2
= σT 4

sun(
R⊙

D
)

2

.

πa2 4πa2

πa2S = 4πa2σT 4
1 .

T 4
1 =

1
4
T 4

sun(
R⊙

D
)

2

, T1 = Tsun√
R⊙

2D
.

T1 = 6000√
6.96 × 108

2(1.5 × 1011)
K = .289 K

a2

Θ =
hfc

k
= 1200 K,

fc fc fc

x

F(x) =
15

π4
∫

x

0

η3

eη − 1
dη.

T x = Θ/T

πa2σT 4
sun(

R⊙

D
)

2

F (
Θ
Tsun

) = 4πa2σT 4
2 F (

Θ
T2
).

T 4
2 F (

Θ

T2
) = T 4

1 F (
Θ

Tsun
).

x⊙ =
1200
6000

= 0.20.

eη − 1 ≃ η

F(0.20) ≃
15

π4
∫

0.20

0
η2 dη =

5(0.20)3

π4
≃ 4.11 × 10−4.
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因此，入射太阳辐射功率中只有约  被吸收。

我们先假设冷却后的卫星几乎全部热辐射的频率都低于截止频率，即 。于是

得到

这一假设是自洽的：卫星的截止值为

远高于光谱峰值所在的 。被排除的高频热辐射尾部可以忽略。

3) 加入一个  的内部热源

现在需要明确用到辐射面积：

施加涂层之前，吸收的太阳辐射功率为

施加涂层之后，它变为

与内部热源  相比，这一功率可以忽略。平衡关系为

这里不能取 。即使是辐射不受频率限制的黑体，也需要达到温度

此时截止值就已位于 。热辐射谱中有相当一部分位于这一截止值以上，因此带涂层的卫星必须

达到更高的温度。

我们可以直接根据题目所给的图估计所需的比例。在  附近，曲线下的面积约为

由于总面积为 ，

代入得

其对应的截止值为 ，证实了图解估计的合理性。因此，

0.041%

F(Θ/T2) ≃ 1

T2 ≃ T1[F(0.20)]1/4 = 289(4.11 × 10−4)1/4 K,

T2 ≃ 41 K.

Θ

T2
≃

1200

41
≃ 29,

η = 2.82

1 kW

A = 4πa2 = π m2.

Q⊙,0 = AσT 4
1 ≃ 1.24 × 103 W.

Q⊙ = Q⊙,0F(0.20) ≃ (1.24 × 103)(4.11 × 10−4) ≃ 0.51 W.

Qint = 1000 W

AσT 4
3 F (

1200 K

T3
) = 1000 W + Q⊙.

F = 1

(

1000 W
Aσ

)

1/4

≃ 274 K,

ηc ≃ 4.38

ηc = 3.8

∫

3.8

0

η3

eη − 1
dη ≃ 3.6.

π4/15 ≃ 6.49

F(3.8) ≃
3.6
6.49

≃ 0.55.

T3 ≃ [

1000.5 W

(π m2)(5.67 × 10−8 W m−2K−4)(3.6/6.49)
]

1/4

≃ 317 K.

1200/317 ≃ 3.79

T3 ≃ 3.2 × 102 K.
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4) 广告中的涂料

基尔霍夫热辐射定律指出，在给定频率和相应方向上，

其中  为发射率，  为吸收率。

由能量守恒可得

其中  和  分别为反射率和透射率。因此，若 ，则

而黑体辐射要求 。

因此，对于被动涂料，所宣称的在相同频率上同时具有高反射率和黑体热辐射能力是不可能的。这会违反

基尔霍夫定律和热辐射的细致平衡。

5) 使温度升高的涂层

这种涂层应具有与第 2 问中的涂层相反的光谱选择性：

在承载大部分太阳辐射的较高频率范围内具有强吸收能力。

在承载卫星大部分热辐射的较低红外频率范围内，发射能力弱，相应地反射能力强。

设  为对太阳光谱取平均的吸收率，  为对卫星在温度  下的黑体辐射谱取平均的发射率。没有内部

加热时，平衡关系为

因此

平衡温度高于  的条件为

这与基尔霍夫定律相容，因为这两个平均值对不同的频率范围赋予了不同的权重。性质与频率无关的灰体

涂层具有相等的吸收率和发射率，因此不会改变平衡温度。

解答已与官方解答核对。

ϵf = αf ,

ϵf αf

αf + ρf + τf = 1,

ρf τf ρf > 0.90

αf < 0.10 ⟹ ϵf < 0.10.

ϵf = 1

ᾱ⊙ ϵ̄T T

πa2ᾱ⊙S = 4πa2ϵ̄TσT
4.

T = T1(
ᾱ⊙

ϵ̄T
)

1/4

.

T1

ᾱ⊙ > ϵ̄T .
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