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Soru 1: Donen Bir Uydu

[

Sekilde, DUnya'nin ekvator diizleminde yaklasik dairesel bir yoriingede Dinya'nin ¢evresinde
dolanan bir uydu gosterilmektedir. Uydu, kitlesiz bir merkezi P cismi ile cevredeki dort kuigiik B
cisminden olugmaktadir. Dort B cisminin her birinin kitlesi m'dir: bu cisimler, uzunlugu 7 olan,
uzamayan uzun ve ince tellerle P'ye baglanmistir. P ve dort B cisminden olusan bu bes cismin
tumu ekvator duzlemiyle ayni duzlemdedir ve bu dizlem iginde donebilmektedir. Dort radyal tel,
aralarindaki acilari sabit ve 90° tutan bagka ince tellerle birbirine baglanmistir.

Baglanti telleri, B cisimlerinin ayri ayri salinim hareketi yapmasini 6nlemek amaciyla sisteme
eklenmistir; aksi halde bu salinimlar hareketlerin analizini son derece karmasik hale getirirdi. B
cisimlerinin tim, P ¢evresinde sabit yildizlara gore w olan ayni acisal hizla ddnmektedir.
Dolayisiyla uydu bir kati cisim gibi davranmaktadir.

Asagidaki sorulari, B cisimlerinin her iki ddonme yoni de dahil olmak tzere olasi tim durumlari g6z
onune alarak genel durum icin inceleyiniz. Ayrica (1) ve (2) numarali sorularda bulunan bazi
niceliklerin sayisal dederlerini de elde ediniz; istenen nicelikler ve gerekli sayisal veriler sorunun
sonunda listelenmigtir.

1) Cizimde uydu, farkl teller i¢in r'nin R'ye paralel, zit paralel veya dik oldugu konumda
gosterilmektedir. (r vektori P cisminden bir B cismine yonelir ve uzunlugu r'dir; R vektori
Dunya'nin kiitle merkezinden P cismine yonelir.)
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Bu dort konumun her birinde, radyal bir telin B cisimlerinden birine uyguladigi kuvveti belirleyiniz.
Bu konumlar yaklasik olarak en buyik ve en kii¢uk kuvvetlere karsilik gelmektedir.

2) Dort B cisminin iginde, glines enerijisiyle ¢alisan ve radyal tellere bagh dort 6zdes makine
bulunmaktadir. Her makine, teldeki kuvvet en blylk degerine yaklastiginda (6nceki soruda
belirtildigi gibi), kisa bir stire boyunca teli iceriye, B'ye dogru ¢eker ve gerilme en kuguk
degerindeyken ayni uzunlukta teli yeniden disari salar. iceri gekilen ve disari salinan tel uzunlugu,
radyal telin ortalama uzunlugunun 1%'idir. Ortalama uzunluk zamanla degismez.

Bir makinenin donustirdigu net guiclin, uydunun bir dondsu boyunca alinan ortalamasi nedir?

Wi —W-
Net guc¢ % olarak tanimlanmaktadir; burada W, makinenin teli iceri gcekerken tel

Uzerinde yaptigi is, W, tel disari salinirken telin makine tzerinde yaptigi is ve T' donme
periyodudur.

3) Makinelerin calismasinin uydunun hareketinde yol actii degisiklikleri tartisiniz. Ozellikle, arka
sayfadaki tabloda listelenen durumlarin her birinde meydana gelebilecek degisiklikleri analiz
ediniz.

Tabloyu sonuglariniz ve yorumlarinizla doldurunuz ve teslim etmeyi unutmayiniz.
Veriler:

Asagidaki durum igin sayisal cevaplar istenmektedir:

Merkezi cismin yoriingesinin yaricapi R = Rg + 500 km olarak verilmektedir.

Radyal tellerin ortalama uzunlugu » = 100 km'dir.
Dolayisiyla uydu sisteminin ¢api 200 km'dir.

B cisimlerinin kitleleri m = 1000 kg'dir.

Baslangicta dort B cismi, yildizlara gore merkezi P cismi ¢evresinde saatte 10 devir yapmaktadir.
Tellerin kutleleri ihmal edilebilir ve merkezi P cismi kitlesizdir.

Oneriler:

w i¢in her iki donme ydnind de géz dnune aliniz.
Tam ¢6zlimler beklenmemektedir. 5% dogrulukta sonuglar tamamen kabul edilebilir.
Ay'In ve Guneg'in kutlegekim etkisini ihmal ediniz.

Yararl veriler:

Nicelik Deger
Dinya'nin kitlesi Mg = 5.97 x 10** kg
Kiitlegekim sabiti G=6.673x10 "1 m3kg s 2

Diinya'nin ekvatordaki yarigapi Rg = 6378 km
MgG carpimini K ile gosteriniz. K = 3.983 x 104 m3s—2

Ulke kodu:
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CEVAP TABLOSU

Cevabinizin bir parcasi olarak bu tabloyu doldurunuz. Gerekli yerlerde esitlikler veya esitsizlikler
ve/veya kisa aciklamalar yaziniz.

Asagdida belirtilen nicelik su kosulda su kosulda su kosulda her durumda
artar: ... azalir: ... degismez: ... degismez.
uydunun yoringe hizi Evet O Hayir o

uydunun yoériingesinin R
yarigapl

Evet O Hayir o

uydunun w agisal hizi Evet O Hayir o

uydunun kutlegekim
. - Evet O Hayir O
potansiyel enerjisi

Uydu, makinelerin yaptidi is sonucunda daha yiksek bir yoriingeye ulasabilir mi?

Evet O
Hayir O

Uydu, pratikte Diinya'nin kutlegekim etkisinden ¢ikacak kadar, istenildigi kadar yiksek bir
yorungeye ulagabilir mi? Neden?

BV AP ettt reerereeteeaeeeeeeeeeeeeesee e s nsnnerenns

Soru metni resmi ingilizce metinden cevrilmistir.

Cevaplar
Yorungedeki dolanim yonunu pozitif alahim ve su tanimlar yapalhm:

K A
Q:\/—>O, e=2" — 001
R3 r

Kendi ekseni etrafindaki donmenin acisal hizi w isaretlidir: yoriingedeki dolanimla ayni yondeki
donme i¢in pozitif, ters yondeki déonme igin negatiftir.

1. r/R'nin en dusuk mertebesinde, P'ye dogru yonelen tel kuvvetlerinin buyukltkleri

F| = Fanti ~ mr(w2 L 292)

ve

F 1=F s~ mr(w2 — 92) ;

Belirtilen donme yonlerinin her ikisi igin de

Fo.~307kN, F.,~303kN|  F,.— F.,~ 367N,

Bu dogruluk diizeyinde, esnek teller gergin kalirken tam bir donlisiin gergeklesmesi igin
lw| > Q gerekir.
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2. Bir makinenin sagladigi ortalama net gui¢

3emr2Q)

. 2
P1= |w—Q\.

Sayisal olarak,

P; =1.91kW (ayniyonde)|, Py =217TkW (ters yonde)|.

Eszamanli donmede, w = (2, tekrarlanan bir pompalama ¢evrimi yoktur ve ortalama gli¢
sifirdir.

3. Uzun donemli degisimleri betimleyen kati cisim modeli i¢in doldurulmus tablo soyledir:

Nicelik Su kosulda Su kosulda Su kosulda Her durumda
iceli
artar azalir degismez degismez mi?

Yoriinge slrati v w > 0 w < N w=1 Hayir
Yoriinge yarigapl R w< w > w=1N Hayir
isaretli ddnme agcisal
: 5 w >N w< w=1 Hayir
hizi w
Kitlecekim potansiyel

¢ P y w <N w >N w= Hayir

enerjisi U

Dolayisliyla ters yondeki donmenin hiz buylkligu artar. Bigimsel olarak, 0 < w < §2 kosulunu
saglayan ayni yondeki bir donme yavaslar ve ardindan yon degistirir; bu aralikta esnek tellerle
hareketin gergeklestirilebilirligine iliskin sinirlama asagida agiklanmistir.

Daha yiiksek yoriinge: Evet, yikselen dalda; 6zellikle yeterince hizl ters yonde donme
durumunda.

istenildigi kadar yiiksek yoriinge: ideal Newton modelinde evet. Giderek daha negatif olan
donme acgisal momentumu, artan yoringesel agisal momentumu dengeler. Sonlu bir Ust yaricap
siniri yoktur; ancak sonsuza ulasmak sonsuz zaman ve sinirsiz ddénme enerjisi gerektirir.

.
Coziim

Su kuguk parametreleri kullaniyoruz:

T 100

— = ——— ~ 0.0145, = 0.01.
R~ 6878 ‘

Kutlegekim gradyanindan kaynaklanan kuvvetlerin en diguk mertebeli terimlerini ve kiguk tel stroku icin
isin en duguk mertebeli terimini tutuyoruz. Her pompalama ¢evriminde yoringe dairesel kabul edilir;
yarigapi ve ortalama donme agisal hizi yavasca degisir. Ortalama eylemsizlik momenti

I~ 4mr?.
1) Dort radyal teldeki kuvvetler
er, Dunya'dan P'ye dogru yonelsin ve p = re, ¢evredeki bir cismin P'ye gore konumunu gostersin.

Dunya'nin kutlegekim ivmesinin P civarinda acilimi

gR+p) —g(R) ~ %[3(/0 -ep)er — pJ.
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Bu, gelgit ivmesidir.

Belirtilen dort konumda bu ivme, tutulan mertebede P'ye gére radyaldir. 6, e ile e g arasindaki agi ise
ivmenin radyal bileseni

0gr = 927"(3 cos2 6 — 1).

Cevredeki cismin P'ye gore radyal ivmesinin —w?r olmasi gerekir. P'den disariya dogru yonu pozitif
alirsak Newton'un ikinci yasasi
—mw?r = még, — F,
seklindedir; burada F', iceriye dogru yonelen tel kuvvetidir. Dolayisiyla
F =mr[w®+Q*(3cos’ 0 —1)].

Dis ve i¢ taraftaki cisimler igin cos?f = 1:

F” = Font = mr(w2 + 292) .

Dunya'nin farkli konumlarda farkli buyukltkte olan ¢ekimi, bu cisimleri P'den uzaklastirma egilimindedir
ve gereken gerilmeyi artirir.

Enine dogrultudaki iki cisim igin cos? 8 = 0:

Fi1=F o~ mr(w2 — 92) .

Burada gelgit kuvveti P'ye dogru yonelir ve merkezcil kuvvetin bir kismini saglar.

Sonug olarak,

3Kmr

AF = Frax — Fin = 3m7°92 =
R3

Daha yakin ve daha uzak cisimler arasindaki kliguk fark, bu birinci mertebe yaklagiminin kapsami
disindadir.

Verilen verileri kullanarak,

3.983 x 10

—=1.1064 x 10 % rads™ !,
6.878 x 10°)3

R =6.878 x 10° m, Q:\/(

ve
10(2)

_ -2 1
3600 =1.74533 x 10" “rads .

jw| =
iki kuvvet dlcegi soyledir:
mrw® = 3.04617 x 10* N, mrQ? = 122.412 N.
Dolayisiyla,

Frax ~ 3.07066 x 10* N, Fain ~ 3.03393 x 10* N,
ve yuvarlatilmig cevaplar 30.7 kN ile 30.3 kN olur.

Bu kuvvetler w2'ye bagli oldugundan dénme yoni onlari etkilemez.

Fhin > 0 kosulundan fiziksel bir kisitlama elde edilir:
lw| > Q.
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|w| < () ise enine konumda basma yoniinde bir radyal kuvvet gerekir. Esnek bir tel bu kuvveti
saglayamaz; dolayisiyla varsayilan kati cisim donmesi tam bir ¢gevrim boyunca surduirilemez.

2) Bir makinenin net giicii
Strok uzunlugu
Ar = er = 1000 m.

Bu strokun birinci mertebesinde, bir iceri gekme stroku sirasinda saglanan is ve ardindan gelen disari
salma stroku sirasinda geri kazanilan is soyledir:

Wiy ~ FpaAr, Wout =~ FninAr.
Boylece bir iceri gekme—disari salma gevriminde saglanan is
AW = (Fpox — Fin) Ar = 3emr?Q2.
Bu mertebede merkezkag¢ katkilar birbirini goturir. Sayisal olarak,
AW ~ 3.67236 x 10° J.

Diinya-uydu dogrusu, yildizlara gore €2 acisal hiziyla déner. Bu nedenle telin bu dogruya gore yonelimi
su hizla degisir:

0=w-— Q.
Her tel, her bagil devirde iki maksimumdan ve iki minimumdan gecer. Bagil donme periyodu
21
Trel — m,

oldugundan, bir makinenin bu periyot boyunca yaptigi net is 2AW'dir. Dolayisiyla

B 20W _ 3emr2Q)

2
w — QI
! Trel | |

Ayni yénde dénme igin w = |w:

= 2(3.67236 x 10)

T., = 38437s, P, ~[1.91 kW|
384.37
Ters yonde dénme igin w = —|w|:
Tre = 2—7r = 338.54 s
|w| + 0 ’
P1~|217kW|

w = ) oldugunda Diinya'ya gore yonelim sabittir. Gerilmenin maksimum ve minimumlarindan
tekrarlanan gecisler olmadigindan, surekli saglanan ortalama gug sifirdir.

3) Uydunun hareketindeki degisiklikler

Uydunun toplam kiitlesini M = 4m olarak yazalim. Kullanilan dogruluk diizeyinde yoriinge sirati, agisal
momentumu, mekanik enerjisi ve kutlegcekim potansiyel enerjisi soyledir:

K
R’
L=MVKR + Iw,

v =
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KM 1_, KM
=g tole’, U=-——f

Her kutlegekim kuvveti Dunya'nin merkezine dogru yonelir ve bu nedenle o merkeze gore tork
olusturmaz. Makinelerin uyguladidi kuvvetler i¢ kuvvetlerdir. Dolayisiyla, 1sinim basinci ihmal edildiginde,

L=0|

Turev alirsak,

M | K .

—\/—=—R+1Iw=0

s VE =0
veya

B 2 . 2

- T MRQY T T RQY[

Dolayisiyla isaretli donme agisal momentumunun artmasi, ydriinge yarigapini azaltir.

Dort makine toplam Pt = 41_31 mekanik glicinl saglar. Enerjinin turevini alip agisal momentumun
korunumunu yerine koyarsak

P, = %R + Twi = I(w — Q)w.

Boylece

Ptot = I(w—Q)w .

Calisan makineler pozitif net glic sagladigindan,
sgn(w) = sgn(w — Q).

Daha agik olarak, gevrim Uzerinden ortalamasi alinmis degisim hizlari

2
w= 3eil sgn(w — )
s
ve
. 6erZ()
R=— o~ sgn(w — Q)|

Bu bagintilar cevap tablosundaki tiim girdileri belirler:

¢ Ayni yonde daha hizl donme, w > (2: dénme agisal hizi artar, yoériinge daralir, yoriinge siirati
artar ve kutlegcekim potansiyel enerjisi azalir.

e Ters yonde donme, w < 0: isaretli donme agisal hizi azalir, dolayisiyla ters yondeki donmenin hiz
buyukligu artar. Yorlinge genisler, yoriinge surati azalir ve kitlegekim potansiyel enerjisi artar.

e Bigimsel olarak, 0 < w < €): yoriinge genislerken ayni yondeki dénme yavaslar. Calisma
surdurilirse donme yonu tersine doner. Bu aralik, (1) boliminde bulunan esnek tel sinirlamasina
tabidir.

e Eszamanli donme, w = (): tekrarlanan bir galistirma yoktur; dolayisiyla makinelerin yol actigi
uzun donemli bir degisim de yoktur.

Ozellikle, yoriinge siiratinin ve potansiyel enerjinin degisim isaretleri dogrudan su bagintilardan ¢ikar:
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v KM
" 2R R?2

Tablonun agisal hiz satiri isaretsiz bir dénme hizi olarak yorumlanirsa: |w

R, U= R.

D=

, hem ayni yonde daha hizli
donme hem de ters yonde donme durumunda artar; bigimsel olarak ele alinan ayni yonde daha yavas
donme durumunda ise donme yonu tersine donene kadar azalr.

Daha yiiksek ve istenildigi kadar yiiksek yoriingelere ulagma olasiligi

Yeterince hizli ters yonde dénen bir uydu igin w < —(2 olur; dolayisiyla telleri gergin kalir ve R > Oolur.
Bu nedenle daha ylksek bir yoringeye ulasabilir.

Acisal momentumun korunumu, yarigapa sonlu bir st sinir getirmez. Baglangi¢ durumu ile daha sonraki
bir dairesel yoriinge arasinda

Mv KR+ Iw= M+ KRy + lw,.
I/M = r? oldugundan,

w(R) = wo — ﬁ(\/ﬁ—\/R_o)

P2

R blyidikce, giderek daha pozitif olan yoriingesel agisal momentum, giderek daha negatif olan dénme
acisal momentumu tarafindan dengelenir. Giines enerjisiyle ¢calisan makineler gereken enerjiyi saglar.

Yukselme hizi giderek kigulur. Yukselen dalda,

ve bunun integrali

Rt)? =R+

Bu ideal modelde her sonlu hedef yarigapa sonlu bir slirede ulasilir; ancak R — oo i¢int — oo gerekir.

Ustelik gereken dénme enerjisi sinirsiz bicimde buyur:
1 2mK
I ~

2 r2

Dolayisiyla belirtilen ideallestirmeler altinda istenildigi kadar yiiksek sonlu yoriingeler

R (R — 00).

miimkiindiir; sonsuz uzakliga kagis ise bu dairesel yoriinge pompalama slrecinin yalnizca asimptotik
bir limitidir.

Cozum, resmi ¢ozumle karsilastirilarak kontrol edildi.

Soru 2: Dogrusal Bir Molekiiliin Boyuna Hareketi

[
Bu soruda dogrusal bir molektliin boyuna hareketini, yani molekdil ekseni boyunca hareketini
inceleyeceksiniz. Molekilin donme hareketi ve blikulmesi dikkate alinmamaktadir. Molekulin,
kitleleri sirasiyla mi, ma, ..., my olan IN atomdan olustugu varsayllmaktadir. Her atomun
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komsularina bir kimyasal bagla bagl oldugu kabul edilmektedir. Her bagd, Hooke yasasina uyan
kitlesiz bir yayla modellenmektedir; yay sabitleri k1, ko, . . . , kn—1 dederlerindedir. Molekdil Sekil
1'de gosterilmistir.

Sekil 1. N atomlu dogrusal bir molekdil.

Bu soruyu ¢ozerken su bilgilerden yararlanin: Dogrusal bir molekiiliin boyuna titresim hareketi,
normal titregimler veya normal modlar olarak adlandirilan ayri titresim hareketlerinin st Uste
binmesinden olugur. Bir normal modda butun atomlar ayni frekansta basit harmonik hareket yapar
ve denge konumlarindan ayni anda gecer.

Sorular

1) z;, ¢ atomunun denge konumundan yer degdistirmesi olsun. Her atoma etki eden F; kuvvetini,

x1,T2,...,xN yer dedistirmelerinin ve k1, ko, . .., kn_1 yay sabitlerinin fonksiyonu olarak ifade
edin. F'1, Fy, ..., F'x kuvvetleri arasinda nasil bir baginti vardir? Bu bagintiyi kullanarak
Z1,To,...,x N yer degistirmeleri arasinda bir baginti tiretin ve bu bagintinin fiziksel yorumunu
yapin.

2) iki atomlu AB molekiiliiniin (Sekil 2) hareketini inceleyin. Yay sabitinin degeri k'dir. A ve B
atomlarina etki eden kuvvetler igin bir ifade turetin. Molekulln olasi hareket turlerini belirleyin.
Bunlara karsilik gelen titresim frekanslarini belirleyin ve sonucu yorumlayin. Ozellikle, kiitleleri ayni
olmadigi halde atomlarin ayni frekansta titresmesi nasil mimkun olur?

Sekil 2. iki atomlu AB molekiilii

3) Ug atomlu BA , molekiiliiniin (Sekil 3) hareketini inceleyin.

Sekil 3. Ug atomlu BA 2 molekdili.
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Her atoma etki eden net kuvveti yalnizca o atomun yer degistirmesinin fonksiyonu olarak ifade
edin. Molekuliin olasi hareketlerini ve bunlara karsilik gelen titresim frekanslarini ¢ikarin.

4) CO2 molekdliniin iki boyuna titresim modunun frekanslari sirasiyla 3.998 x 10'® Hz ve
7.042 x 10'3 Hz'dir. CO bagdinin yay sabiti icin sayisal bir deger belirleyin.

Molekiliin bag yapisi igin kullanilan bu yaklasimin, gergek molekulin titresim hareketini ne dlgtide
iyi betimledigini diistiniyorsunuz?

Karbon atomunun atom kiitlesi = 12 amu ve oksijen atomunun atom kitlesi = 16 amu. Atomik
kiitle birimi = 1.660 x 10727 kg.

Soru metni resmi ingilizce metinden gevrilmistir.

Cevaplar

1. Kuvvetler goyledir:

F1 = k1($2 — (El),

Fy = ky(wopn — 235) — kiq (25 — 21), 2<i<N-1,
Fy =—kn-1(zNy — zN-1).

Bu kuvvetler ZZ F; = 0 bagintisini saglar; dolayisiyla
Zmimi = C() + Clt
i

Kitle merkezi sabit hizla hareket eder. Kiitle merkezinin durgun oldugu referans sisteminde

lgulen ig titregimler icin

2. ABicin

Fy=k(xp—x4), Fp=k(xa — xB).

Sifir frekansli bir rijit dteleme ve bir i¢ titresim modu vardir:

1 1 1 1 k mam
foab[ =4 =) ==y [S, p= DATME
21 ma mp 2\ p ma +mp

Bu titresimde max 4 = —mpx g olur: atomlar zit yonlerde, kutleleriyle ters orantili
genliklerle hareket eder.

3. BAj igin normal modlar sunlardir:

Hareket Yer degistirme oranlari z; : 5 : T3 Frekans
Rijit 6teleme 1:1:1 0
Simetrik gerilme 1:0: -1 = i L
2w\l my
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Hareket Yer degistirme oranlari x; : 2 : 3 Frekans

2m
Asimetrik gerilme 1 : — 4.1 = L k L + i
mp 27 my mp

Simetrik gerilmede

Asimetrik gerilmede

2mA
Fi=—k(1+ 1,
mp
F2 =—k (2 + @>$2,
ma
2mA
ng—k 1+ T3
mp

Genel hareket, bu iki titresimin ve sabit hizli telemenin Ust Uste binmesidir.

4. Olgiilen iki frekans ayri ayri su degerleri verir:

ks =1.676 x 10> Nm !, ko =1.418 x 10 Nm 1.

Dolayisiyla bagin esneklik sabiti icin temsili bir yaklasik deger k ~ 1.5 x 10® N m!'dir. Tek
bir k degeri her iki frekansla da tam olarak uyusmaz: ongoriilen frekans orani 1.915 iken
gozlenen oran 1.761'dir. Model, bu oranda yaklasik 9%'luk bir sapmayla makul bir yaklagim
saglar.

\
Coziim
1) Kuvvetler ve kiitle merkezi

Butln yer degistirmeler igin molekil ekseni boyunca ayni pozitif yonu segelim. ¢ ve 2 + 1 atomlarini
birlestiren yayin uzunlugundaki degisim
AEZ = Tij+1 — L.

olur. Dolayisiyla Hooke yasasina uyan ideal yaylarin potansiyel enerjisi
2
i=1

seklindedir. F; = —0U /Ox; kullanilarak
Fi = ki(z2 — 1),
Fi=ki(zip1 — ) — ki1 (@ — zi1), 2<i<N-1,
ve
Fy=—ky_1(zy —zn_1).
elde edilir.

Her yay, iki ucuna esit buyuklikte ve zit yonde kuvvetler uygular. Sonug olarak
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N
=1

Newton'in ikinci yasasi buradan

d2

sonucunu verir; dolayisiyla

Zmixi = (Cy + Cqt.
7

Mot = Ez m; yazilirsa kutle merkezinin yer degistirmesi

Mot

olur. Boylece, dis kuvvet etkisinde olmayan yalitilmis bir sistemden beklendigi gibi, kiitle merkezi sabit

Xom =

hiza sahiptir.

Frekansi sifirdan farkli bir normal mod igin
z; = a; cos(wt + ¢).

#; = —w?z; oldugundan
o . o 2
0= m;&; = —w mM; L.
i i

Buradan

Zmimi =0 (w#0).

i titresim sirasinda kiitle merkezi sabit kalir. Sabit hizli 6teleme, bundan bagimsiz olarak harekete
eklenebilir.

2) iki atomlu AB molekiilii
Yayin uzamasi x g — & 4 oldugundan

maia = k(zp — xa), mpip = —k(xp — x4).
Kutle merkezinin yer degistirmesini ve bagil yer degistirmeyi tanimlayalim:

MAT A+ MBTB
my +mp

) q=7ITB— T4-

Hareket denklemleri toplandiginda
X=0.

elde edilir. ivmalarin farki alindiginda
1 1
q= <_ " _)q.
my mp

X = X, + Vt, q = Q cos(wt + @),

bulunur. Dolayisiyla

burada
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Hareketin tamami soyledir:

m
xg=Xo+Vt— —BQcos(wt+¢),
mA + mp
ma
zp = Xo+ Vt+ ———Q cos(wt + ¢).
ma+ mp

Birbirinden bagimsiz iki hareket ttrd vardir:

.....

kuvvet de sifirdir. Bu, sifir frekansli moddur.
e g titresim: kiitle merkezinin durgun oldugdu referans sisteminde

mAgTg +mprp = 0.

Atomlar zit fazda, su frekansla salinir:

w 1 k

f:§:g ;.

Kutlelerin farkli olmasina ragmen frekanslarin esit olmasini anlamak igin diger atomun yer degistirmesini
eleyelim:
mA mB
Tp=———TA4, TA = ——TB.
mp ma

O hélde

Fy=—k <1+ ﬂ):cA, Fp=—k <1+ @)xB.
mp ma

Her geri ¢agirici kuvvet katsayisi ilgili kiitleye boluindiginde ayni deger elde edilir:

k(1+ma/mp)  k(1+mp/ma) :k< 1 1 )

= _+_

my mpg my mp

Dolayisiyla her iki atom da ayni acgisal frekansa sahiptir. Kutlelerinin farkl olmasi, genliklerinin farkh
olmasiyla dengelenir:

|$A|ma,x . mp
|xB|maX ma

Daha agir atomun hem yer degistirme genligi hem de ivme genligi daha kiguktur.
3) Ug atomlu BA ; molekiilii

m = m4 ve M = mp yazalim. Hooke yasasi su denklemleri verir:

ma'i'l = k(ZEQ — xl),
Miy = k(:m + x3 — 2$2),
mis = k(z2 — z3).

Rijit 6telemede, x1 = x5 = 3 = X + V't oldugunda, her lg kuvvet de sifir olur.

i¢ titresim icin kiitle merkezinin durgun oldudu referans sisteminde calisalim:
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m(z1 + z3) + Mza = 0.
Uclardaki atomlarin yer degistirmelerinin ortalamasini ve farklarinin yarisini tanimlayalim:
1+ T3

= — d:
S > ;

1 — I3
2
O halde
2m
x1=s+d, r3=s—d, Ty =S
Uclardaki atomlarin denklemleri toplanip ¢ikarildiginda

2m
ms§ = k(xy —s) = —k (1—|— V)s,

md = —kd.

elde edilir. Bunlar birbirinden bagimsiz iki harmonik osilatordur; dolayisiyla bitin i¢ normal modlari
belirlerler.

Simetrik gerilme modu. s = 0 alalim. O halde
Ty = 0, Ty = d, T3 = —d.

Ortadaki atom durgun kalirken distaki atomlar esit genliklerle zit yonlerde hareket eder. Her iki bag
birlikte uzar ve birlikte kisalr.

Her atomun kendi yer degistirmesi cinsinden ifade edilen kuvvetler soyledir:
Fl :—kitl, FQZO, F3:—]€.’E3.
Dolayisiyla

k 1 k
wgz_a fs:_ .
ma 27 ma

Merkezdeki atomun kitlesi bu frekansta yer almaz; ¢clinki ona etki eden iki yay kuvveti hareket boyunca
birbirini dengeler.

Asimetrik gerilme modu. d = 0 alalim. O hélde

2m
L1 — T3 = S, ro = ———S8.
M

Distaki atomlar birlikte hareket ederken ortadaki atom zit yonde hareket eder. Baglardan biri uzarken
digeri kisalir.

Distaki atomlarin her biri igin

2m
Fl = k(lL’z — 1131) =—k <1 + ﬁ)wl’

2m

Ortadaki atom i¢in z1 4+ 3 = —(M /m)z2 bagintisini kullanalim:

Fy = ki(:L’1 + x3 — 2:(32) = —k (2 + %)1‘2
m

Her U¢ denklem de su sonucu verir:
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1 2 1 1 2
() bR
my mp 2m myg  Mmp

Tek bir yer degistirmeye bagli bu kuvvet yasalari, belirtilen normal modlar i¢in gecgerlidir. Genel bir Ust

uste binme, baslangigtaki baglasik kuvvet denklemlerine uyar.

Hareketin tamami gdyle yazilabilir:

T1
zo | = (Xo+ V) |1
3
1
+ A cos(wst+dg) | O
—1
1
+ Ay cos(wat + ¢y) | —2my/mp
1

Dolayisiyla iki boyuna titresim modu ve bir 6teleme modu vardir.

4) Bagin esneklik sabitinin sayisal degeri ve modelin degerlendirilmesi

CO3 igin digtaki atomlar oksijen, merkezdeki atom ise karbondur:

ma =mo = 16(1.660 x 10™>") = 2.656 x 10~ %% kg,
mp = mc = 12(1.660 x 107%") = 1.992 x 10~ % kg.

fa > fs oldugundan su eslestirmeyi yapalim:

Simetrik moddan

dolayisiyla

fs = 3.998 x 10'3 Hz, fo = 7.042 x 10'® Hz.

ks = mo(27fs)?,

ks = (2.656 x 102°)[27(3.998 x 1013)]2 = 1.676 x 10> Nm ..

Asimetrik moddan

dolayisiyla

__ (2nf)?
‘o 1/7’)’1,0 + 2/mc ’

k

k, = 1.418 x 10> Nm!.

Bu tahminler, bagin esneklik sabitinin yaklasik olarak

k~1.5x10° Nm L

oldugunu gosterir. Aralarindaki fark, modelin tek bir yay sabitiyle dlgulen her iki frekansi da veremedigini

gosterir.

k'den bagimsiz, dogrudan bir tutarlilik sinamasi frekans oranidir. Modelin 6ngorisi soyledir:
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Olgiilen oran ise

fa 7.042
— = — =1.761.
( f $ / measured 3.998

Ornegin, diisiik frekansa uyum saglandiginda
fo = 1.91485(3.998 x 103) = 7.656 x 10 Hz,
ongorilir; bu deger, dlgiilen yiiksek frekansin 8.71% Uizerindedir.

Dolayisiyla ideal yay modeli, iki gerilme hareketini ve bunlarin frekans dlgegini makul bir yaklasiklikla
betimler. Nicel dogrulugu sinirlidir: gercek molekuler geri ¢agirici kuvvetler, iki bagin uzamalari
arasindaki baglasimi ve Hooke yasasindan sapmalari igerebilir; bu model bunlari dikkate almaz.

COzum, resmi ¢oziimle karsilastirilarak kontrol edildi.

Soru 3: Glines Isigindaki Bir Uydu

[
Bu soruda bir uzay uydusunun sicakligini hesaplayacaksiniz. Uydunun, ¢api 1 m olan bir kiire
oldugu varsayilmaktadir. Uydunun her noktasi ayni sicaklikta kalmaktadir. Uydunun kiresel
yuzeyinin tamami ayni tur kaplamayla kaplanmigtir. Uydu, Dinya'nin yakininda bulunmaktadir
ancak Dinya'nin golgesinde dedgildir.

Giines'in yiizey sicakligi (kara cisim yiizey sicakhig) T, = 6000 K, yaricapi ise 6.96 x 102 m
'dir. Glines ile Diinya arasindaki uzaklik 1.5 x 10 m'dir. Glnes 15181 uyduyu, uydunun kara cisim
olarak yaydigi isinim giiciiniin guines 1sigindan sogurulan glice esit oldugu sicakliga kadar isitir. Bir
kara cismin birim alanindan yayilan gli¢, Stefan-Boltzmann yasasi P = oT4ile verilir; burada o,
5.67 x 1078 Wm 2K ~* degerindeki evrensel sabittir. ilk yaklasimda hem Giines'in hem de
uydunun Uzerlerine gelen tim elektromanyetik isinimi sogurdugunu varsayabilirsiniz.

1) Uydunun T’ sicaklidi i¢in bir ifade bulunuz. Bu sicakhdin sayisal degeri nedir?

2) T' sicakhgindaki bir cismin kara cisim iginim tayfi u(T, f), Planck isinim yasasina uyar:
8wk Tt nddn
'U/(T, f) df_ C3h3 en_ 1
Buradan = hf/kT ve u(T, f)df, |f, f + df] frekans araligindaki elektromanyetik iginimin enerji
yogunlugudur. Denklemde h = 6.6 x 10734 J s Planck sabiti, k = 1.4 x 10723 JK ! Boltzmann
sabitive ¢ = 3.0 x 108 ms™! Isik hizidir.

Kara cisim tayfinin tim f frekanslari ve yayilma dogrultulari Gzerinden integrali alindiginda,
yukarida verilen Stefan-Boltzmann yasasinda ifade edildigi gibi, birim alandan yayilan toplam gli¢
P = oT* elde edilir.
210kt
7= 15c2h3
Sekil, normalize edilmis
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Ahd u(T, f)
8mkt T4

tayfini n'nin bir fonksiyonu olarak gostermektedir.

Birgok uygulamada uydunun olabildigince soguk tutulmasi gerekir. Mihendisler, uyduyu sogutmak
icin bir kesim frekansinin tizerindeki 1s191 yansitan, ancak daha dustk frekansli isil isinimin digari
¢tkmasini engellemeyen yansitici bir kaplama kullanirlar. Bu (keskin) kesim frekansinin

hf/k = 1200 K degerine karsilik geldigini varsayiniz.

Uydunun yeni denge sicakligi nedir? Kesin cevap gerekli degildir. Bu nedenle, zahmetli integraller
hesaplamayiniz; gerektiginde yaklagimlar yapiniz. Tim aralik tGzerinden alinan integral

/°° n3 dn B wd
o €’—1 15

olup 3 /(e — 1) ifadesi en biiyiik degerini n = 2.82'de alir. Kiigiik 7 de@erleri igin iistel

fonksiyonu e ~ 1 + 7 bigciminde agabilirsiniz.

3) Simdi, elektrik Ureten ve disari dogru uzanan guines panellerine sahip gergek bir uyduyu ele
alirsak, uydu icindeki elektronik devrelerde agiga cikan isi ek bir 1si kaynagi gérevi gériir. I isi
kaynaginin gliciiniin 1 kW oldugunu varsayarak, yukaridaki 2. durumda uydunun denge sicakligi
nedir?

4) Bir Uretici, 6zel bir boyanin reklamini soyle yapmaktadir:

"Bu boya, uzerine gelen tim isinimin (hem gorinir 1siIgin hem de kizilétesinin) %90'indan fazlasini
yansitacak, ancak tum frekanslarda (gorundr 1sik ve kizilotesi) bir kara cisim gibi 1sinim yayarak
uydudan ¢ok miktarda i1s1 uzaklastiracaktir. Boylece boya, uydunun olabildigince soguk tutulmasina
yardimci olacaktir."

Boyle bir boya var olabilir mi? Neden olabilir ya da neden olamaz?

5) Burada ele alinan uyduya benzer kiresel bir cismin sicakligini 1)'de hesaplanan sicakligin
Uzerine ¢ikarmak igin bir kaplama hangi dzelliklere sahip olmalidir?
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c3h3 u(T, f)
8wkt T

Soru metni resmi ingilizce metinden gevrilmistir.

Cevaplar

1. Glnes'in yarigapl R ve Glines-uydu uzakhgi D olmak Ulizere,

R
Ti = Tom (| 5 ~ 289 K.
2. Belirtilen kuguk 1 yaklagimi kullanildiginda,
1/4
5 /1200K\*]"
T2 ~ T1 F —Tsun ~ 41 K.

3. Kaplamanin yuksek frekansli isil isinim yayimini bastirmasi hesaba katildiginda, \[
\boxed{T_3\simeq 3.2\times10”2\ \mathrm{K} \quad\text{(yaklasik 317 K).}} \]

4. Hayir. Kirchhoff yasasi, her frekansta sogurma ve yayma katsayilarinin esit olmasini
gerektirir. 90%'dan fazlasini yansitan bir yiizey, ayni anda bu frekanslarda kara cisim gibi
ISINIM yayamaz.

5. Kaplama, guines 1sinimini gli¢lii bicimde sogurmali ve isil kizilotesi iIsinimi zayif bigimde
yaymalidir: gliines isiniminin frekanslarinda yiiksek sogurma katsayisina, uydunun daha
dusuk isil isinim frekanslarinda ise ylksek yansitma katsayisina sahip olmalidir.

Coziim
Uydunun yarigapi a = 0.50 m, Giines'in yarigapl R ve Giines—uydu uzakhgi D olsun. Diinya'dan gelen
isinimi ve diger 1s1 aligverislerini ihmal ederek belirtilen i1sinim dengesi modelini kullaniyoruz.
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1) Kara cisim uydu

Guneg'in toplam i1sinim gucu

Lo = 47‘(’R(290'T4

sun*

Dolayisiyla uydunun bulundugu yerde birim alana dusen giines isinimi gicu

Lo i+ (Bo)’
= = o7l .
= = ° “n(_D )

Uydu, glines 1s1dini izdistuim alani mwa? lizerinden alirken, tim yiizeyi 4ma? Isinim yayar. Bu nedenle isil
denge igin

na’8 = 4na’oT}.

Boylece

1 R.\ 2 R

Sayisal olarak,

6.96 x 10°
T, = 6000 . K = [280 K|
2(1.5 x 10%)

Hem sogurulan hem de yayilan gli¢ a? ile orantili oldugundan uydunun yarigapi sadelesir.
2) Frekans secici kaplamaya sahip uydu

Soyle yazalim:

o= M

= 1200 K,

burada f. kesim frekansidir. ideal kaplamali uydu, f.'nin altinda kara cisim gibi sodurur ve iginim yayar;
fe'nin Gzerinde ise yansima hem sogurmayi hem de yayimi bastirir. Tayfsal sogurma ve yayma
katsayilarinin bu esitligi Kirchhoff yasasidir.

Kara cisim gucunun boyutsuz bir x kesim degerinin altinda kalan oranini soyle tanimlayalim:

15 [*

s

T sicakhigindaki bir cisim igin ilgili kesim degeri x = @/T'dir. Dolayisiyla denge denklemi

Ro\’ ([ © ©
2 4 © _ 2 4
ma“oTy,, (_D ) F (Tsun ) dra“oTy F <T2 >

1. kisimdan yararlanarak,
ip (2 S rap (20,
T2 Tsun

1200
€T = —_—— =
© ™ 6000

Bu kii¢lik araligin tamaminda e — 1 ~ 7 oldugundan,

Glnes 15191 igin,

0.20.
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15 [020 5(0.20)3
F(0.20) ~ W_i/o n®dn = % ~4.11 x 1074,

Dolayisiyla gelen giines isinimi giicliniin yalnizca yaklasik 0.041%'i sogurulur.

Baslangigta, sogutulmus uydunun isil isiniminin neredeyse tamamini kesim frekansinin altinda yaydigini
varsayiyoruz; dolayisiyla F'(© /T5) ~ 1. Bu durumda

T, ~ T [F(0.20)]/* = 289(4.11 x 10~ V* K,

buradan
T, ~ 41 K.
Bu varsayim kendi i¢inde tutarlidir: uydunun kesim degeri
% ~ % ~ 29,

olup tayfin n = 2.82'deki maksimumunun ¢ok 6tesindedir. Disarida kalan yiiksek frekansli isil iginim
kuyrugu ihmal edilebilir.

3) 1 kW giiciinde bir i¢ 1s1 kaynaginin eklenmesi
Artik 1Isinim yayan alanin agikg¢a kullaniimasi gerekir:
A = 4ma® = mm?.
Kaplama uygulanmadan 6nce sogurulan giines isinimi gicu
Qoo = AoT} ~1.24 x 103 W.
Kaplamayla birlikte bu gti¢
Qo = Qo oF(0.20) ~ (1.24 x 10%)(4.11 x 10™*) ~ 0.51 W,

Bu deger, Q;, = 1000 W giictindeki ic 1si kaynadina kiyasla ihmal edilebilir. Denge denklemi

1200 K

AO’T34F (T
3

> = 1000 W + Qo.

Burada F' = 1 alamayiz. Isinimina herhangi bir kisitlama getirilmeyen bir kara cismin bile

1 1/4
( OOOW> ~ 274 K,

Ao
sicakhginda olmasi gerekir; bu sicaklikta bile kesim degeri 1. ~ 4.38 olurdu. Isil isinim tayfinin nemli
bir bolimu bu kesim degderinin Gzerindedir; bu nedenle kaplamali uydu daha sicak olmalidir.

Gerekli orani dogrudan verilen grafikten tahmin edebiliriz. . = 3.8 yakininda, egrinin altinda kalan alan

yaklasik olarak
3.8 3
n
dn ~ 3.6.
/0 en—1

Toplam alan 7# /15 ~ 6.49 oldugundan,

3.6
F(3.8) ~ 510 = 0.55.

Yerine koydugumuzda
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1000.5 W 1/4
Ty ~ . ~ 317 K.
(7 m2)(5.67 x 10~ Wm2K4)(3.6/6.49)

Buna karsilik gelen kesim degeri 1200/317 ~ 3.79 olup grafik izerinden yapilan tahmini dogrular.

Dolayisiyla,

T ~ 3.2 x 10 K.

4) Reklami yapilan boya
Kirchhoff'un isil isinim yasasina gore, belirli bir frekansta ve karsilik gelen dogrultularda,
€f=af,
burada € yayma katsayisi, oy ise sogurma katsayisidir.
Enerjinin korunumu geredi
ap+prt+7r=1,
burada p; ve 7; sirasiyla yansitma ve gegirme katsayilaridir. Dolayisiyla, p s > 0.90 ise,
a; <010 = €7 <0.10.
Oysa kara cisim gibi iginim yaymak igin € ; = 1 olmasi gerekir.

Bu nedenle, ayni frekanslarda hem yuksek yansitma hem de kara cisim gibi isil iginim yayma
ozelliklerinin bir arada bulundugu iddiasi pasif bir boya icin olanaksizdir. Bu, Kirchhoff yasasini ve
ayrintili 1sil dengeyi ihlal ederdi.

5) Sicakhgi artiran bir kaplama
Kaplama, 2. kisimdakinin tersi bir tayfsal secicilige sahip olmaldir:
e Gunes isiniminin buyuk bolimunu taslyan gorece yuksek frekanslarda guglu sogurma.

¢ Uydunun isil iginiminin buyuk bolimdnu tasiyan daha disik kizilotesi frekanslarda zayif yayim ve
buna karsilik glclu yansitma.

Qa, glines tayfi Uzerinden ortalamasi alinmis sogurma katsayisi; €7 ise uydunun 1" sicakhgindaki kara
cisim tayfi izerinden ortalamasi alinmis yayma katsayisi olsun. i¢ isitma olmadiinda denge denklemi
ra’ayS = 4na’eroT?.

Boylece

Denge sicakhdi, su kosulda 7% 'i asar:

d@ > ET

Bu durum Kirchhoff yasasiyla uyumludur; ¢linkd iki ortalama, farkh frekans araliklarini agirliklandirir.
Frekanstan bagimsiz gri bir kaplamanin sogurma ve yayma katsayilari esit olur ve denge sicakhgini
degistirmezdi.

Cozum, resmi ¢ozuimle karsilagtirilarak kontrol edildi.
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