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题目 1：在地面上反弹的旋转球

图 1.1 所示为一个半径为  的均匀实心球。在落向地面之前，球的质心静止，但球正以角速度  绕

通过球心的水平轴旋转。球的最低点距地面的高度为 。

图 1.1

释放后，球在重力作用下下落，并反弹到一个新的高度，此时球的最低点距地面的高度为 。碰撞

时球和地面的形变可视为可以忽略。忽略空气的影响。不过，碰撞持续时间是有限的。

球的质量为 ，重力加速度为 ，球与地面之间的动摩擦因数为 ，球绕上述轴的转动惯量为：

请考虑两种情况：第一种情况中，球在整个碰撞过程中都发生滑动；第二种情况中，滑动在碰撞结束

之前停止。

情况 I：整个碰撞过程中均发生滑动。

求：

a) ，其中  为图中标出的反弹角；

b) 第一次与第二次碰撞之间，球在空中运动所经过的水平距离；

c) 发生这种情况所需的  的最小值。
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情况 II：仅在碰撞过程中的一部分时间内发生滑动。

再次求：

a) ；

b) 第一次与第二次碰撞之间，球在空中运动所经过的水平距离。

综合考虑上述两种情况，画出  随  变化的示意图。

题目译自官方英文原文。

答案

设  为球反弹后在空中运动所经过的水平距离。在通常的短时碰撞近似下，忽略接触期间重力的冲

量：

情况 I(a)：

情况 I(b)：

情况 I(c)：

取等号时，滑动恰在球与地面分离时停止。若分离时仍有滑动，则要求 。

情况 II(a)：

情况 II(b)：
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所要求的示意图：

图线从原点开始线性上升，直到折点

随后保持水平。图线在折点处连续。

解答

空中运动的速率与碰撞方程

设  为碰撞前瞬间向下的速率，  为碰撞后瞬间向上的速率。每一段自由飞行过程中机械能守恒，因此

质心下降的距离为 ，上升的距离为 ，因为质心的高度始终比球的最低点高 。

取初始旋转的球所受摩擦力的方向为水平正方向。以  表示质心的水平速度，并取初始旋转方向为  的正

方向。于是，球的最低点的水平速度为

初始时，该速度为 ，所以摩擦力使质心加速，并使球的旋转减慢。

设法向冲量为

若接触持续时间为 ，由竖直方向的动量定理可得

在通常的短时碰撞近似下，

因此

碰撞可以具有有限的持续时间，同时满足这一近似条件。

设  为累积的水平摩擦力冲量。由动量定理和角动量定理可得

利用 ，可得

于是，

tan θ =
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P = ∫

碰撞

N dt.

τ

P − mgτ = m(u + w).

gτ ≪ u + w,

P ≃ m(u + w).

J

mv = J, I(ω − ω0) = −RJ.
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在球滑动期间，该量单调减小。当它变为零时，滑动停止。

情况 I(a)：反弹角

若整个碰撞过程中滑动持续发生，则摩擦力的大小始终为 。因此

球离开地面时的水平速率为

图中的角  是相对于竖直方向测量的，因此

由于 ，

情况 I(b)：水平距离

球离开地面和返回地面时，质心的高度相同，均为 。因此，其在空中运动的时间  满足

由此得到

球在空中运动时水平速度保持不变，因此

代入  和 ，可得

情况 I(c)：最小初始角速度

由于  在滑动期间单调减小，只需检查它在碰撞结束时的值即可。在两种情况的分界处，它恰好在

球与地面分离时变为零：

利用 ，可得

因此
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7J
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当  时，即使在分离时仍有滑动。当  时，滑动持续至接触的最后一刻。

情况 II(a)：反弹角

当  时，滑动在法向冲量尚未全部作用完毕之前停止。设  为截至该时刻累积的摩擦力冲

量。由条件  可得

所以

因此，在滑动停止的瞬间，

在余下的接触过程中，这些与切向运动有关的速度保持不变。为说明这一点，假设在  时有静摩擦

力  作用。则

联立这些方程可得

因此 。不再需要额外的切向冲量。

因此，球离开地面时的水平速率为

并且

这一结果也包括  的极限情况，此时没有滑动，球沿竖直方向反弹。

情况 II(b)：水平距离

利用同样的空中运动时间 ，可得

因此

所要求的示意图

对于给定的 ，图线由两部分组成：

从  到 ，图线是一条经过原点的直线，其斜率为
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在  处，它与一条水平直线相接，该水平直线的纵坐标为

两部分在连接处的值相同，因为

初始转速更大时，摩擦力已经在整个接触过程中持续作用，因此增大转速无法增大可提供的切向冲量。

解答已与官方解答核对。

题目 2：电场中沿正方形环运动的带电小球（相对论）

在一个边长为  的正方形环上，有大量半径可忽略、各带电荷  的小球。从相对于环静止的参考系

来看，小球以速率  运动，相邻小球之间的间距恒为 。这些小球像项链上的珠子一样排列在环上，

且  远大于 ，如图 2.1 所示。构成环的不导电细线在环的参考系中具有均匀的电荷线密度。在该

参考系中，细线的总电荷与小球的总电荷大小相等、符号相反。

考虑环以平行于其边  的速度 （图 2.1）穿过场强为  的匀强电场的情形。电场方向垂直于环

的速度方向，并与环所在平面成  角。

图 2.1

考虑相对论效应，在观察到环以速度  运动的观察者的参考系中，计算下列物理量：

a) 环的各边上相邻小球之间的间距 、 、  和 。

b) 环的各边上细线与小球的净电荷： 、 、  和 。

2R

7√2agh
.
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c) 电场产生的、使环与小球组成的系统趋于转动的力矩的大小 。

d) 由环与小球组成的系统与电场相互作用所对应的能量 。

所有答案均应以题目中给定的物理量表示。

注。 孤立物体的电荷与进行测量所用的参考系无关。忽略一切电磁辐射效应。

狭义相对论的一些公式

考虑相对于另一参考系  以速度  运动的参考系 。两参考系的坐标轴相互平行，且原点在

 时重合。  沿  轴正方向。

相对论速度叠加

若在  中测得某粒子沿  方向以速度  运动，则在  中测得的粒子速度为：

相对论长度收缩

若静止于参考系  中的物体沿  方向的长度为 ，则参考系 （沿  方向以速度  运动）中的

观察者测得其长度为：

题目译自官方英文原文。

答案

以下结果采用由  保证合理的连续电荷近似，方向如图 2.1 所示。这里  为光速。

a)

b)

c)

d) 对于图示的电场方向，其在环平面内的分量由  指向 ，有

M

W

S V S ′

t = 0 V x

S ′ x′ u′ S

u =
u′ + V

1 +
u′V

c2

S x L0 S ′ x V

L = L0√1 −
v2

c2

L ≫ a c

aAB =
a√1 − v2/c2

1 + uv/c2
, aBC = a, aCD =

a√1 − v2/c2

1 − uv/c2
, aDA = a.

QAB =
qLuv

ac2
, QBC = 0, QCD = −

qLuv

ac2
, QDA = 0.

M =
|q|L2uvE

ac2
sin θ.

AB CD

W =
qL2uvE

ac2
cos θ.
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解答

设  为环的静止参考系，  为观察者的参考系。取  轴沿  方向，则环的速度为 。取  沿

 方向，即在环平面内垂直于 。

定义

由于 ，我们将各直边上的离散小球替换为连续线电荷，忽略单个小球进入或离开拐角所引起的涨

落。在  中，小球和细线的电荷线密度分别为

a) 小球之间的间距

必须根据在  中同时记录的位置来测量间距。这些事件在  中一般并不同时发生。

对于平行于运动方向的任意一条边，设小球在  中的速度为 ，其中

选取两个相邻小球，并按  增大的方向排序。对于它们各自轨迹上的事件，有

由洛伦兹变换可得

要求 ，得到

因此，

再由空间坐标变换得到

于是

代入这两个速度，得到

在  或  上，同一条边上的所有小球具有相同的 。因此 ，而在  中同时进行的观测也

满足 。横向距离在洛伦兹变换下不变，所以

S ′ S x A → B vx̂ ŷ

A → D AB

γ =
1

√1 − v2/c2
, κ =

uv

c2
.

L ≫ a

S ′

λ
′
b =

q

a
, λ

′
w = −

q

a
.

S S ′

S ′ w′

w′ = +u 在边 AB, w′ = −u 在边 CD.

x′

Δx′ = a + w′Δt′.

Δt = γ(Δt′ +
vΔx′

c2
).

Δt = 0

Δt′ = −
vΔx′

c2
.

Δx′ = a −
vw′

c2
Δx′, Δx′ =

a

1 + vw′/c2
.

Δx = γ(Δx′ + vΔt′) = γΔx′
(1 −

v2

c2
) =

Δx′

γ
.

a∥ =
a

γ(1 + vw′/c2)
.

aAB =
a√1 − v2/c2

1 + uv/c2
, aCD =

a√1 − v2/c2

1 − uv/c2
.

BC DA x′ Δx′ = 0 S

Δt′ = 0

aBC = aDA = a.
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b) 各边上的净电荷

在  中，平行于运动方向的边发生长度收缩：

每条边上的细线所带电荷固定，为

这一电荷在两个参考系中相同，因为电荷具有不变性，且细线上的电荷不会在各边之间移动。

各边上的小球数目等于观测到的该边长度除以相应的观测间距：

以及

将细线的电荷与小球的电荷相加，得到

两条横向边仍保持电中性。因此

它们的总和为零，符合总电荷不变性的要求。单独一条边上的电荷不必仍为零，因为在不同参考系中，按

各自的同时性确定的某一时刻处于该边上的小球并不相同。

c) 电场产生的力矩

记

则  和  上的净电荷分别为  和 。

在连续近似下，这些电荷均匀分布在各自的边上。它们所受电场力的合力作用在各边的中点。两中点之间

的位移为 ，因为这一距离垂直于环的运动方向，不发生收缩。

因此，电偶极矩为

在匀强电场中，总力为零，而力矩为

电场在环平面内的分量平行于 ，不产生力矩。垂直于该平面的分量为 ，它产生绕平行于  的

轴的力矩，大小为

S

ℓAB = ℓCD =
L

γ
, ℓBC = ℓDA = L.

Qw = −
qL

a
.

NAB =
L/γ

a/[γ(1 + κ)]
=

L

a
(1 + κ),

NCD =
L/γ

a/[γ(1 − κ)]
=

L

a
(1 − κ),

NBC = NDA =
L

a
.

QAB = q
L

a
(1 + κ) −

qL

a
=

qL

a
κ,

QCD = q
L

a
(1 − κ) −

qL

a
= −

qL

a
κ.

QAB =
qLuv

ac2
, QBC = 0, QCD = −

qLuv

ac2
, QDA = 0.

Q =
qLuv

ac2
,

AB CD Q −Q

Lŷ

p = QrAB − QrCD = −QLŷ.

τ = p × E.

ŷ E sin θ AB
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于是

其单位为 。如果将  理解为正的电荷量大小，则  可直接写成 。

d) 相互作用能

对于匀强外电场，

相互作用能为

由于系统的总电荷为零，常数  的贡献抵消：

图 2.1 中的角度标记表明，  在环平面内的分量沿  方向，因此

利用 ，得到

因此

其单位为焦耳，且当电场垂直于环平面时为零。对于正的 ，结果取正号，是因为电偶极矩与电场在环平

面内的分量方向相反。

解答已与官方解答核对。

题目 3：用激光冷却原子

要高精度地研究孤立原子的性质，就必须使它们在一段时间内保持几乎静止。最近，人们发展出了一

种实现这一目的的方法，称为“激光冷却”。下面的问题说明了这一方法。

在真空室中，一束准直良好的  原子束（由温度为  的样品蒸发产生）受到一束高强度激

光的迎面照射（图 3.1）。选择适当的激光频率，使速度为  的原子能够共振吸收光子。吸收光

后，这些原子被激发到第一激发能级，该能级相对于基态的能量平均值为 ，不确定度为 （图

3.2）。

M = |Q|LE sin θ.

M =
|q|L2uvE

ac2
sin θ.

N m q |q| q

ϕext(r) = ϕ0 − E ⋅ r.

W = ∫ ϕext dq.

ϕ0

W = −E ⋅ ∫ r dq = −p ⋅ E.

E A → D

E ⋅ ŷ = E cos θ.

p = −QLŷ

W = QLE cos θ.

W =
qL2uvE

ac2
cos θ.

q

Na23 103 K
v0

E Γ
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图 3.1

图 3.2

在这一过程中，原子速度的减小量  定义为 。随后，原子回到基态并发光。原子

的速度改变了 ，运动方向偏转了角度 （图 3.3）。

图 3.3

这一吸收和发射过程反复进行，直到原子的速度减小了某一给定量 ，使其不再共振吸收频率为 

的光。此时，必须改变激光频率，以维持共振吸收。以新速度运动的原子进一步减速，直到其中一些

原子的速度接近零。

作为一级近似，除上述光的自发吸收和发射过程外，可以忽略原子的其他相互作用过程。

此外，可以假设激光强度足够高，使原子在基态停留的时间几乎为零。

问题

a) 求使动能为准直器后方区域内原子动能的那些原子共振吸收光所需的激光频率。并求这些原子在吸

收过程后的速度减小量 。

b) 速度处于某一范围  内的原子能够吸收频率为问题 a) 中所求值的光。计算这一速度范围。

c) 原子发光时，其运动方向相对于初始方向偏转了 。计算 。

Δv1 Δv1 = v1 − v0

Δv′ = v′
1 − v1 φ

Δv ν

Δv1

Δv0

φ φ
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d) 求在给定频率下可能达到的最大速度减小量 。

e) 要将原子的速度从初始值 

——即上面问题 a) 中求得的值——降低到接近零，大约需要多少次吸收—发射过程 ？假设原子沿

直线运动。

f) 求问题 e 中的过程所需的时间 。计算原子在这段时间内运动的距离 。

数据

其中，  为光速，  为普朗克常量，  为玻尔兹曼常量，  为质子质量。

题目译自官方英文原文。

答案

以下数值结果采用对 (a) 中原意所作的假设，即 ，由此得到

。

a)

这一频率比静止原子的共振频率低约 。

速率减小的正值大小为 。

b) 共振速度范围的全宽为

其范围约为从  到 。

c) 对于图 3.3 所示的发射角 ，令 。则

初始时的最大偏转角约为 。

Δv

v0

N

t ΔS

E = 3,36 ⋅ 10−19 J

Γ = 7,0 ⋅ 10−27 J

c = 3 ⋅ 108 ms−1

mp = 1,67 ⋅ 10−27 kg

h = 6,62 ⋅ 10−34 Js

k = 1,38 ⋅ 10−23 JK−1

c h k mp

1
2 mv2

0 = 3
2 kT

v0 = 1.04 × 103 m s−1

ν ≃
E

h(1 + v0/c)
≃ 5.08 × 1014 Hz

1.76 × 109 Hz

Δv1 ≃ −2.92 × 10−2 m s−1

2.92 × 10−2 m s−1

,Δv0 =
cΓ

hν
≃ 6.3 m s−1

v0 − 3.1 m s−1 v0 + 3.1 m s−1

θ vr = E/(mc)

.φ ≃
vr

v1
sin θ ≃ 2.8 × 10−5 sin θ rad

2.8 × 10−5 rad
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d) 从共振中心速度  开始，

若原子从共振速度范围的上边界开始减速，则可跨越整个范围，约为 。

e) 在减速过程中不断调节激光频率，有

f) 将  视为自然能量线宽的全宽，有

解答

a) 共振频率与吸收反冲

所提供的题目文本中，说明初始动能的句子不完整。我们采用其可能意在表达的条件，即选定原子的动能

等于平均热运动动能：

将钠原子的质量近似取为 ，

因此

于是 ，因此采用非相对论力学和一阶多普勒公式就已足够。

取入射原子束的方向为正方向。反向传播的光子的动量为 。吸收过程中的动量守恒给出

因此

能量守恒给出

代入动量关系，得到

最后一项为反冲能，其值约为

v0

.Δv ≃
cΓ

2hν
≃ 3.1 m s−1

6.3 m s−1

.N ≃
mcv0

E
≃ 3.6 × 104

Γ

, .t ≃ 5.4 × 10−4 s = 0.54 ms ΔS ≃ 0.28 m

1

2
mv2

0 =
3

2
kT .

23mp

m = 23(1.67 × 10−27) = 3.841 × 10−26 kg,

v0 = √

3kT

m
=√

3(1.38 × 10−23)(103)

3.841 × 10−26
= 1.038 × 103 m s−1.

v0/c ≃ 3.46 × 10−6

−hν/c

mv1 = mv0 −
hν

c
,

Δv1 = v1 − v0 = −
hν

mc
.

1

2
mv2

0 + hν =
1

2
mv2

1 + E.

hν (1 +
v0

c
) = E +

(hν)2

2mc2
.

Er ≃
E 2

2mc2
= 1.6 × 10−29 J,
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即使与  相比也很小。忽略该项，得到

这也是多普勒共振条件：迎着光运动的原子所感受到的频率为 ，它必须等于 。

为清楚起见，暂时保留更多位数，

因此，所需激光频率低于静止原子的共振频率，差值为

吸收反冲引起的速度变化为

按照题目中给出的定义，其符号为负。

b) 共振速度范围

根据图 3.2 所示的能量区间，我们将共振条件视为多普勒频移后的光子能量介于  与 

之间：

因此，边界速度为

由于激光被调谐到速度为  的原子所对应的谱线中心，

因此，速度范围的全宽为

利用 ，得到

半宽约为 。

c) 自发辐射引起的偏转

发射光子的动量约为 。定义相应的反冲速率为

这里，发射光子能量的微小多普勒修正和反冲修正可以忽略。

Γ = 7.0 × 10−27 J

.ν ≃
E

h(1 + v0/c)

ν(1 + v0/c) E/h

νrest =
E

h
= 5.0755287 × 1014 Hz,

ν ≃ 5.0755111 × 1014 Hz.

νrest − ν ≃ νrest
v0

c
= 1.76 × 109 Hz.

.Δv1 = −
hν

mc
≃ −2.92 × 10−2 m s−1

E − Γ/2 E + Γ/2

E −
Γ

2
≤ hν (1 +

v

c
) ≤ E +

Γ

2
.

v± = c(
E ± Γ/2

hν
− 1).

v0

v± = v0 ±
cΓ

2hν
.

.Δv0 = v+ − v− =
cΓ
hν

hν ≃ E

Δv0 ≃
(3.0 × 108)(7.0 × 10−27)

3.36 × 10−19
= 6.25 m s−1 ≃ 6.3 m s−1.

3.1 m s−1

E/c

vr =
E

mc
≃ 2.92 × 10−2 m s−1.
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在图 3.3 所示的几何关系中，光子沿初始方向下方与之成  角的方向传播。分别沿平行和垂直于该初始方

向的方向应用动量守恒，得到

相除可得

初始时 ，因此

取 ，得到

当发射方向近似垂直于原子的速度方向时，偏转角最大。更精确地说，对于给定的光子动量，

因此，一次发射只会使初始运动方向发生极小的改变。要确定  的唯一数值，必须指定随机发射角 。

d) 固定激光频率下的最大减速量

首先考虑像 (a) 部分那样从共振中心速度  开始运动的原子。随着原子减速，在其静止参考系中光子的能

量减小。当满足

时，就到达共振区间的下边界。将此式从

中减去，得到

因此，在本题采用的线宽精度下，

如果“可能达到的最大值”涵盖能够吸收这一固定频率激光的所有初始速度，则原子可以从  开始减速到

。此时最大速度跨度为

这两个值都远小于 。因此，要继续减速，就必须随着原子减速而提高激光频率，使其趋近于 。

θ

mv1 = mv′
1 cosφ +

E

c
cos θ,

mv′
1 sinφ =

E

c
sin θ.

.tanφ =
vr sin θ

v1 − vr cos θ

vr ≪ v1

φ ≃
vr

v1
sin θ.

v1 ≃ 1038.16 m s−1

.φ ≃ 2.8 × 10−5 sin θ rad

φmax = arcsin(
vr

v1
) ≃ 2.8 × 10−5 rad.

φ θ

v0

hν(1 +
v0 − Δv

c
) = E −

Γ
2

.

hν (1 +
v0

c
) = E

hν

c
Δv =

Γ

2
.

.Δv =
cΓ

2hν
≃ 3.1 m s−1

v+

v−

.v+ − v− =
cΓ
hν

≃ 6.3 m s−1

v0 E/h
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e) 吸收—发射过程的次数

每次吸收都使原子获得一个定向的动量变化，近似为

在原子的静止参考系中，自发辐射不偏向前方或后方。因此，在当前精度下，

所以，每个完整循环中纵向速度的平均变化为

采用题目要求的直线运动近似，并不断调节激光频率以维持共振，得到

因此

代入数值，

因此，大约需要

个循环。这一估算描述的是平均定向速度的减小；单个原子会受到随机的发射反冲。

f) 冷却时间和距离

对于平均寿命为  的激发态，自然能量线宽的全宽满足

这里将  取为全宽，与边界  一致。因此

代入数值，

根据题目明确给出的假设，原子在基态停留的时间几乎为零，因此一个循环的平均持续时间为 。于是

即

每个循环的平均反冲和平均持续时间均近似恒定。因此，平均减速度的大小为常量，

Δpx,abs = −
E

c
.

⟨cos θ⟩ = 0, ⟨Δpx,em⟩ = 0.

⟨Δvx⟩ = −vr = −
E

mc
.

Nvr ≃ v0.

.N ≃
v0

vr
=

mcv0

E

N ≃
(3.841 × 10−26)(3.0 × 108)(1038.19)

3.36 × 10−19
= 3.56 × 104.

N ≃ 3.6 × 104

τ

Γ =
ℏ
τ

.

Γ E ± Γ/2

τ =
ℏ

Γ
=

h

2πΓ
.

τ =
6.62 × 10−34

2π(7.0 × 10−27)
= 1.51 × 10−8 s.

τ

t = Nτ = (3.56 × 104)(1.51 × 10−8) ≃ 5.36 × 10−4 s,

.t ≃ 5.4 × 10−4 s

a =
vr

τ
≃ 1.94 × 106 m s−2.
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从  减速到接近零时，整个过程的平均速率为 ，由此得到

因此

解答已与官方解答核对。本解答与官方解答不同之处，均为官方解答中的错误或印刷错误。

v0 v0/2

ΔS ≃
v0t

2
=

(1038.19)(5.36 × 10−4)

2
≃ 0.278 m.

.ΔS ≃ 0.28 m
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