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题目 1：晶体的 X 射线衍射

我们希望研究立方晶格对 X 射线的衍射。为此，先考察单色平面波垂直入射到二维栅格时的衍射。

该栅格由  个狭缝组成，两个方向上的间距分别为  和 。在距栅格  处的屏上观察衍

射图样。屏与栅格平行，且  远大于  和 。

a -  确定屏上主极大的位置和宽度。宽度定义为极大两侧极小之间的距离。

现在考虑一个立方晶体，其晶格间距为 ，尺寸为 。  远小于 。将晶体

以角度  放置在沿 z 轴传播的平行 X 射线束中（见图 1）。同样，在距晶体很远的屏上观察衍射图

样。

图 1  沿 z 轴传播的平行 X 射线束的衍射。晶体与 y 轴之间的夹角为 。

b -  计算极大的位置和宽度随角度  的变化关系（对于小 ）。

-  特别地，  这一事实会产生什么影响？

衍射图样也可以用布拉格理论推导出来。该理论假定 X 射线在晶格中的原子平面上发生反射，衍射

图样由这些反射射线之间的相互干涉产生。

c -  证明，这种所谓的布拉格反射给出的极大条件与你在 b 中得到的条件相同。

有些测量采用所谓的粉末法。一束 X 射线被由大量微小晶体组成的粉末散射。（当然，晶体的尺寸

远大于晶格间距 。）

波长为  的 X 射线被氯化钾 [KCl]（具有立方晶格，见图 2）散射后，在照相底片上形成同

心暗环。晶体与底片之间的距离为 ，最小圆环的半径为 （见图 3）。  和 

离子的大小几乎相同，可以将它们视为相同的散射中心。

N1 × N2 d1 d2 L

L d1 d2

a N0. a × N0. a × N1. a N1 N0

Θ

Θ

Θ Θ

N1 ≪ N0

a

0.15 nm

0.10 m 0.053 m K+ Cl−
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图 2. 氯化钾的立方晶格，其中  和  离子的大小几乎相同。

图 3. X 射线被 KCl 晶体粉末散射后，在照相底片上形成同心暗环。

d -  计算晶体中两个最近邻 K 离子之间的距离。

题目译自官方英文原文。

答案

用  表示波长。屏坐标  以未偏转光束的位置为原点；对于晶体，  表示晶体到屏的距离。

a. 对于整数 ，令

主极大位于

它们在方向余弦空间中两侧第一零点之间的全宽为

对于小衍射角，上述结果变为

K+ Cl−

λ X,Y L

m,n

um =
mλ

d1
, vn =

nλ

d2
.

(Xmn,Ymn) =
L(um, vn)

√1 − u2
m − v2

n

.

Δu =
2λ

N1d1
, Δv =

2λ

N2d2
.

Xm ≃
mλL

d1
, Yn ≃

nλL

d2
, WX ≃

2λL

N1d1
, WY ≃

2λL

N2d2
.
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b. 记 ，并令  为整数衍射指标。定义

完全相长干涉的极大满足

并出现在

对于小 ，使用  和 。

对于小散射角下的前向衍射，尖锐斑点满足

当

时，其厚度方向的干涉因子取最大值；当左端等于  时，出现相邻零点。因此，

使斑点很窄，而使其被激发的条件宽松得多。对于 ，相应的倾角全宽近似为

c. 布拉格条件

与 b 中的晶格干涉条件等价。特别地，对于法线沿倾斜晶体长轴的晶面，其反射满足

这里采用下文所选的取向。

d. 最近邻钾离子之间的距离为

解答

我们采用远场（即夫琅禾费）近似下的相干弹性散射模型。将狭缝和晶格格点视为相同的辐射源，忽略单

个辐射源的衍射包络。

对于  个等间距辐射源，相邻辐射源的相位差为  时，有一个有用的结果：

当  为整数时，其极限值为 ：所有贡献均同相。对于 ，最近的零点为

r = λ/a h, k, ℓ

B = k sin Θ + ℓ cos Θ, C = k cos Θ − ℓ sin Θ.

2B + r(h2 + k2 + ℓ2) = 0

(X,Y ) =
Lr(h,C)

1 + rB
.

Θ B ≃ kΘ + ℓ C ≃ k − ℓΘ

(X,Y ) ≃ Lr(h, k), WX ≃ WY ≃
2λL

N0a
.

−kΘ −
λ

2a
(h2 + k2) = ℓ,

ℓ ± 1/N1 N1 ≪ N0

k ≠ 0

ΔΘ =
2

N1|k|
.

2d sin θB = pλ

2a sin Θ = pλ, X = 0, Y = −L tan(2Θ)

dK−K = 4.4 × 10−10 m = 0.44 nm.

N 2πt

FN(t) =
N−1

∑

j=0

e2πijt

2

=
sin2(Nπt)

sin2(πt)
.

∣ ∣

t = m N 2 N > 1
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a. 二维栅格的衍射

取栅格的两个轴沿  方向，入射波沿  方向传播。出射射线的单位方向矢量为

每个狭缝处的入射相位相同。相邻狭缝之间的出射光程差分别为  和 。因此

两个因子均在

时达到主极大。只有满足  的衍射级次才能到达前向半空间中的屏。

沿  方向传播的射线与平面  相交于

所以

最近的零点边界为

这些方程与上述到屏坐标的映射一起，无须小角度近似即可确定第一零点边界。

例如，定义

沿栅格自然坐标方向的两对第一零点为

各对零点之间的距离给出相应的屏上宽度。

对于小衍射角， ，所以 、 。于是

且

b. 倾斜有限晶体的衍射

选取晶体的单位基矢为

t = m ±
1

N
.

x, y z

s = (u, v,w), w = √1 − u2 − v2 > 0.

d1u d2v

I(u, v) ∝ FN1(

d1u

λ
)FN2(

d2v

λ
).

d1u = mλ, d2v = nλ.

u2
m + v2

n < 1

s z = L

X = L
u

w
, Y = L

v

w
.

(Xmn,Ymn) =
L(um, vn)

√1 − u2
m − v2

n

.

u = um ±
λ

N1d1
, v = vn ±

λ

N2d2
.

R(u, v) =
L(u, v)

√1 − u2 − v2
.

R(um ±
λ

N1d1
, vn), R(um, vn ±

λ

N2d2
).

u, v ≪ 1 X ≃ Lu Y ≃ Lv

Xm ≃
mλL

d1
, Yn ≃

nλL

d2
,

WX ≃
2λL

N1d1
, WY ≃

2λL

N2d2
.

e1 = x̂, e2 = ŷ cos Θ + ẑ sin Θ, e3 = −ŷ sin Θ + ẑ cos Θ.
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两个长尺寸分别沿  方向；薄的尺寸沿  方向。这样，正  表示晶体长轴从  向  方向倾

斜。

入射波矢和出射波矢为

定义散射矢量

与 a 中的栅格不同，不同深度处的原子所处的入射相位也不同。  同时计入了入射和出射传播的影响。定

义

具体写为

因此，完整的有限晶格干涉图样为

完全相长干涉的极大要求

其中  为整数。等价地，

记 ，则出射方向为

弹性散射要求 。代入得

对于任一允许的前向衍射级次，其屏上位置为

这些公式保留了出射射线的精确几何关系。对于小晶体倾角，

且

e1, e2 e3 Θ +y +z

ki =
2π

λ
ẑ, kf =

2π

λ
s.

q = kf − ki.

q

pi =
a

2π
q ⋅ ei.

p1 =
a

λ
sx,

p2 =
a

λ
[sy cos Θ + (sz − 1) sin Θ],

p3 =
a

λ
[−sy sin Θ + (sz − 1) cos Θ].

I(s) ∝ FN0(p1)FN0(p2)FN1(p3).

p1 = h, p2 = k, p3 = ℓ,

h, k, ℓ

q =
2π

a
(he1 + ke2 + ℓe3).

r = λ/a

sx = rh,
sy = r(k cos Θ − ℓ sin Θ),

sz = 1 + r(k sin Θ + ℓ cos Θ).

|s| = 1

2(k sin Θ + ℓ cos Θ) + r(h2 + k2 + ℓ2) = 0.

X =
Lrh

1 + r(k sin Θ + ℓ cos Θ)
, Y =

Lr(k cos Θ − ℓ sin Θ)

1 + r(k sin Θ + ℓ cos Θ)
.

2(kΘ + ℓ) + r(h2 + k2 + ℓ2) ≃ 0,

X ≃
Lrh

1 + r(ℓ + kΘ)
, Y ≃

Lr(k − ℓΘ)

1 + r(ℓ + kΘ)
.
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完全相长干涉极大周围的第一零点位于

因此，各散射矢量分量上的全宽为

由于 ，前两个因子形成窄峰，而第三个因子给出相对较宽的包络。因此，即使  不恰好为整

数，尖锐斑点仍可能可见。

为完整起见，可以不要求严格的三维相长干涉而求得这种斑点的位置。令 。在前向分支

上，

即为由此得到的  值。其位置为

其强度包含因子 。当  为整数时，出现完全相长干涉峰。

对于充分激发的斑点，通过在此映射中作替换

即可得到两对第一零点。它们之间的距离给出屏上宽度，并包含对  的依赖关系。

小角度形式使其物理影响尤为清楚。令

对于小 ，

在  中必须保留角度的二次项，因为它是纵向光程差的最低阶项。

因此，横向窄峰出现在

其全宽为

故

在这些位置处，

p1 = h ±
1

N0
, p2 = k ±

1

N0
, p3 = ℓ ±

1

N1
.

Δq1 = Δq2 =
4π

N0a
, Δq3 =

4π

N1a
.

N1 ≪ N0 p3

p1 = h, p2 = k

ζhk(Θ) =
√1 − r2h2 − (sin Θ + rk)2 − cos Θ

r

p3

RΘ(h, k) =
Lr(h, k cos Θ − ζhk sin Θ)

1 + r(k sin Θ + ζhk cos Θ)
.

FN1(ζhk) ζhk

h⟶ h ±
1

N0
, 或 k⟶ k ±

1

N0
.

Θ

α =
X

L
, β =

Y

L
, s ≃ (α,β, 1 −

α2 + β2

2
).

Θ,α,β

p1 ≃
α

r
, p2 ≃

β

r
, p3 ≃ −

Θβ + (α2 + β2)/2

r
.

p3

αh ≃ hr, βk ≃ kr,

Δα ≃ Δβ ≃
2r

N0
.

(X,Y ) ≃ (

hλL

a
,
kλL

a
), WX ≃ WY ≃

2λL

N0a
.

p3 ≃ −kΘ −
r

2
(h2 + k2).
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因此，厚度包络在

时出现极大，其相邻零点位于 。

对于厚度方向的中央级次 ，最强的斑点满足

有限厚度将这一圆展宽为一个带状区域，其中的晶格斑点受到显著激发。

对于 ，改变倾角时，  的变化率为

因此，倾角上两侧第一零点之间的全宽为

两个大尺寸决定了斑点的窄宽度。薄的尺寸给出较宽的干涉包络，使斑点能在较宽的晶体取向范围内受到

显著激发。

c. 与布拉格反射的等价性

考虑一组由互素整数指标  标记的原子平面。它们的单位法向量和面间距为

令  为入射光束与这些平面之间的掠射角。相邻平面反射的射线之间的光程差为

相长干涉要求

镜面反射只改变波矢垂直于平面的分量。因此，  垂直于这些平面，其大小为

利用布拉格条件，

适当选取法线方向后，

令

便恰好得到

−kΘ −
r

2
(h2 + k2) = ℓ,

ℓ ± 1/N1

ℓ = 0

h2 + (k +
Θ

r
)

2

= (

Θ

r
)

2

.

k ≠ 0 p3

dp3

dΘ
≃ −k.

ΔΘ ≃
2

N1|k|
.

(H,K,M)

n̂ =
He1 + Ke2 + Me3

√H 2 + K 2 + M 2
, d =

a

√H 2 + K 2 + M 2
.

θB

2d sin θB.

2d sin θB = pλ, p = 1, 2, … .

q

|q| = 2
2π

λ
sin θB.

|q| =
2πp

d
.

q =
2πp

a
(He1 + Ke2 + Me3).

(h, k, ℓ) = p(H,K,M)

q =
2π

a
(he1 + ke2 + ℓe3),
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即 b 中推导出的三个晶格干涉条件。再要求入射波长与出射波长相等，即得到同样的条件

作为一个直接的例子，取法线沿  的平面。它们的面间距为 ，掠射角为 。布拉格定律给出

在 b 中，选取 。条件变为

两者完全相同。出射射线为

所以

d. 最近邻钾离子之间的距离

当  和  的散射作用相同时，交替排列的离子就相当于由相同散射中心组成的简单立方晶格。

用  表示最近邻 K–Cl 间距。等效简单立方晶格的晶格间距为 。其最大的反射晶面间距为 ，因此，最

小非零衍射角来自满足下式的一级反射：

随机的晶体取向产生散射角为  的散射射线圆锥。因此，垂直放置的照相底片记录到一个半径为

的圆环。利用给定数据，

从而

这里不需要小角度近似。

于是

两种离子沿简单立方晶格的每个轴交替排列。因此，两个最近邻钾离子位于边长为  的立方体的一条面对

角线两端，故

保留两位有效数字，

解答已与官方解答核对。

2(k sin Θ + ℓ cos Θ) +
λ

a
(h2 + k2 + ℓ2) = 0.

e2 a Θ

2a sin Θ = pλ.

h = 0, k = −p, ℓ = 0

−2p sin Θ +
λ

a
p2 = 0,

s = (0, − sin 2Θ, cos 2Θ),

X = 0, Y = −L tan 2Θ.

K+ Cl−

b b b

2b sin θB = λ.

2θB

R = L tan(2θB).

2θB = arctan(
0.053

0.10
) = 27.9236∘,

θB = 13.9618∘.

b =
0.15 nm

2 sin 13.9618∘ = 0.31085 nm.

b

dK−K = √2 b = √2(0.31085 nm) = 0.43961 nm.

dK−K = 0.44 nm = 4.4 × 10−10 m.
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题目 2：地球磁层中的电学实验

1991 年 5 月，亚特兰蒂斯号航天飞机将进入环绕地球的轨道。我们假定该轨道为圆形，且位于地球

赤道平面内。

在某个预定时刻，航天飞机将释放一颗卫星 S，卫星连接在一根长度为  的导电杆上。假设该杆是

刚性的，质量可忽略不计，表面包覆着电绝缘材料。我们还忽略一切摩擦。设  为杆与亚特兰蒂斯

号和地心之间连线的夹角。（见图 1）。

S 也位于赤道平面内。

假设卫星的质量远小于亚特兰蒂斯号的质量，且  远小于轨道半径。

图 1 携带卫星（S）的亚特兰蒂斯号航天飞机（A）在环绕地球的轨道上运行。轨道位于地球赤道平

面内。磁场（B）垂直于图面，方向指向读者。

 - 推导当  取何值时，航天飞机与卫星的构型（相对于地球）保持不变？换言之，当  取何值

时，  为常量？

 - 讨论每种情况下平衡的稳定性。

假设在某一时刻，杆偏离稳定构型一个小角度。系统将开始像摆一样摆动。

b - 用系统绕地球公转的周期表示摆动周期。

在图 1 中，地球磁场垂直于图面，方向指向读者。由于杆具有轨道速度，其两端会产生电势差。周围

环境（磁层）是一种稀薄的电离气体，具有很好的导电性。通过 A（亚特兰蒂斯号）和 S（卫星）上

的电极与电离气体接触。由于这一运动，电流  流过杆。

 - 电流沿杆向哪个方向流动？（取 ）

数据：

- 轨道周期

- 杆的长度

- 卫星所在高度处的地球磁感应强度

- 亚特兰蒂斯号航天飞机的质量

接着，将航天飞机内部的一个电流源接入电路，使电路中维持方向相反、大小为 0.1 A 的净直流电

流。

L

α

L

a1 α α

α

a2

I

c1 α = 0

T = 5,4 ⋅ 103 s

L = 2,0 ⋅ 104 m

B = 5,0 ⋅ 10−5 Wb. m−2

m = 1,0 ⋅ 105 kg
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 - 为使轨道高度改变 10 m，这一电流必须维持多长时间？

假设  始终为零。忽略磁层中电流的一切影响。

高度是降低还是升高？

题目译自官方英文原文。

答案

a₁: 杆必须沿径向或切向。在  的首阶近似下，有向角为

a₂: 径向平衡位置  是稳定的。切向平衡位置  是不稳定的。

b: 小振动周期为

c₁: 约定的电流方向为从卫星 S 流向亚特兰蒂斯号 A。

c₂: 高度升高，在圆轨道近似下，所需时间为

解答

a₁ — 平衡取向

设亚特兰蒂斯号的轨道半径为 ， ，且

由于亚特兰蒂斯号沿圆轨道运行，

卫星的质量小得多，因此可以忽略它对亚特兰蒂斯号运动的影响。

采用以亚特兰蒂斯号为原点、随轨道运动旋转的参考系。令  指向地心，  指向图 1 中的右方。卫星相

对于亚特兰蒂斯号的位移为

对于一般的小位移 ，将地球引力场按  展开至一阶，得到

附加的离心加速度为

因此，两者之和为

c2

α

L/R

.α = 0,
π

2
, π,

3π

2
(mod 2π)

α = 0,π α = π/2, 3π/2

.Tswing =
T

√3
≃ 3.1 × 103 s

.t =
πmΔh

IBLT
≃ 5.8 × 103 s ≃ 1.6 h

R μ = GME

Ω =
2π

T
.

Ω2 =
μ

R3
.

ex ey

ρ = L cosα ex + L sinα ey.

xex + yey L/R

gS − gA =
μ

R3
(2x ex − y ey).

Ω2 (x ex + y ey).
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垂直于杆且指向  增大方向的单位矢量为

杆的作用力沿杆方向。科里奥利力也沿杆方向，因为相对速度  垂直于杆。这两个力都不对切向运动

方程作出贡献。

因此，

即

角度保持不变要求

所以

因此，杆沿径向或切向。这些角度是在题设近似  下得到的。

a₂ — 稳定性

令

其中  为平衡角。将运动方程线性化，得到

对于径向构型， ，

加速度使杆返回平衡位置，因此两种径向构型都是稳定的。

对于切向构型， ，

该方程具有位移随时间指数增长的解，

因此两种切向构型都是不稳定的。

b — 小振动周期

在任一稳定平衡位置附近，上面得到的方程都是简谐运动方程：

因此

代入给定的轨道周期，

aeff = 3Ω2x ex.

α

eα = − sinα ex + cosα ey.

Lα̇ eα

Lα̈ = aeff ⋅ eα = −3Ω2L sinα cosα,

.α̈ + 3Ω2 sinα cosα = 0

sinα cosα = 0,

.α =
nπ

2
, n ∈ Z

L ≪ R

α = α0 + δ, |δ| ≪ 1,

α0

δ̈ + 3Ω2 cos(2α0) δ = 0.

α0 = 0,π

δ̈ + 3Ω2δ = 0.

α0 = π/2, 3π/2

δ̈ − 3Ω2δ = 0.

δ ∝ e
√3 Ωt,

δ̈ + ω2
swingδ = 0, ωswing = √3 Ω.

.Tswing =
2π

√3 Ω
=

T

√3
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c₁ — 感应电流的方向

随杆一起运动的正电荷所受的磁场力为

在图 1 中，  指向左方，  指向纸外。因此，  指向上方。

当  时，S 位于 A 下方。因此，动生电动势驱使正电荷沿杆从 S 流向 A：

c₂ — 所需时间与高度变化的方向

电流源使电流反向，因此电流从 A 流向 S，在图中向下。杆所受的磁场力为

其中  指向电流方向。向下的矢量与指向纸外的矢量作叉积，结果指向左方，即轨道速度的方向。

由于杆与磁场垂直，

这一向前的力为轨道运动提供能量。

将微弱推力的作用视为使近圆轨道缓慢变化。绕轨道运动的总质量近似等于给定的航天飞机质量 。对于

圆轨道，

总机械能为

磁场力提供的功率为 ，所以

代入  和 ，

得到

高度的变化等于轨道半径的变化。在仅升高  的过程中，可以将 、  和  视为常量。因此

代入数值得

Tswing =
5.4 × 103

√3
s ≃ .3.1 × 103 s

FB = qv × B.

v B v × B

α = 0

约定的电流方向为从 S 流向 A。

F = I ℓ × B,

ℓ

F = IBL = (0.1)(5.0 × 10−5)(2.0 × 104) = .0.10 N

m

v2 =
μ

R
,

E =
1

2
mv2 −

μm

R
= −

μm

2R
.

Fv

Fv =
dE

dt
=

μm

2R2

dR

dt
.

v = ΩR μ = Ω2R3

FΩR =
mΩ2R

2

dR

dt
,

.
dR

dt
=

2F

mΩ
=

FT

πm

10 m B F T

t =
πmΔh

FT
=

πmΔh

IBLT
.

t =
π(1.0 × 105)(10)

(0.10)(5.4 × 103)
s = 5.82 × 103 s.
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因此，

由于该力增加了轨道能量，  的负值绝对值减小，  增大：

解答已与官方解答核对。

题目 3：旋转的中子星

“毫秒脉冲星”是宇宙中的一种辐射源，它以一毫秒至几毫秒的周期发出极短的脉冲。这种辐射的波长

处于无线电波段；使用合适的无线电接收机可以探测到一个个独立的脉冲，从而极其精确地测量其周

期。

这些无线电脉冲来自一种特殊恒星的表面，这种恒星称为中子星。中子星非常致密：它们的质量与太

阳的质量具有相同的数量级，但半径仅为几十千米。它们的自转非常快。由于快速自转，中子星略呈

扁平状（扁球形）。假设其表面的轴截面是一个长短轴几乎相等的椭圆。设  为极半径，  为赤道

半径，并将扁率定义为：

考虑一颗具有下列参数的中子星：

质量为 ，

平均半径为 ，

自转周期为 。

a - 已知万有引力常量为 ，计算扁率。

在很长的时间尺度上（多年），由于能量损失，中子星的自转逐渐减慢，因而扁率减小。然而，中子

星有一层漂浮在液态内部之上的固态星壳。固态星壳阻碍其形状连续地调整至平衡形状。取而代之的

是发生星震，使星壳形状突然向平衡形状变化。在这样一次星震期间及其后，观测到的角速度变化如

图 1 所示。

中子星星壳形状的突然变化导致角速度的突然变化。

.t ≃ 5.8 × 103 s ≃ 97 min ≃ 1.6 h

E R

高度升高 10 m.

rp re

ϵ =
(re − rp)

rp

2.0 ⋅ 1030 kg

1.0 ⋅ 104 m

2.0 ⋅ 10−2 s

6.67 ⋅ 10−11 N. m2. kg−2
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b - 利用图 1 中的数据，计算液态内部的平均半径。近似认为星壳与内部的密度相同。（忽略内部形

状的变化。）

题目译自官方英文原文。

答案

a. 在球对称引力场近似下，

（无量纲）。

b. 液态内部的平均半径约为

解答

a. 扁率

用 、  和  分别表示质量、平均半径和自转周期。角速度为

为求平衡形状，将中子星视为旋转流体，并用球对称形式  近似表示其引力势。在与中子星一起

旋转的参考系中，单位质量的有效势为

其中  为到自转轴的距离。

平衡时的表面是一个等势面，否则物质就会沿表面流动。在极点处 ，而在赤道处 。因此

即

由  的定义，

从而

由于扁率很小，可以在此表达式中用平均半径  代替 ：

ϵ ≃ 3.7 × 10−4

.rliquid ≃ 9.7 × 103 m = 9.7 km

M R T

ω =
2π

T
=

2π

2.0 × 10−2
≃ 314.16 s−1.

−GM/r

Φeff = −
GM

r
−

1

2
ω2s2,

s

s = 0 s = re

−
GM

rp
= −

GM

re
−

1

2
ω2r2

e,

GM (

1

rp
−

1

re
) =

1

2
ω2r2

e.

ϵ

1

rp
−

1

re
=

re − rp

rpre
=

ϵ

re
,

ϵ =
ω2r3

e

2GM
.

R re

ϵ ≃
ω2R3

2GM
=

2π2R3

GMT 2
.
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代入数值得

因此

这对应于 ，与两种半径几乎相等的假设一致。

b. 液态内部的半径

假设星震前，星壳与液态内部以角速度  一起旋转。在突然形变的过程中，星壳的转动惯量减小。由于

没有足够的时间向液体传递可观的角动量，星壳的角速度增大至 ，而液体最初仍保持角速度 。

在随后的几天中，内部摩擦将角动量从星壳传递给液体，直至两者均以角速度  旋转。相对于以年为尺

度的长期演化，在这段时间内向外界损失的角动量可以忽略。

设  为星震后星壳的转动惯量，  为液体的转动惯量。根据题设，液体的转动惯量保持不变。由弛豫过

程中的角动量守恒可得

整理得

因此，

这里所需的守恒量是角动量；转动动能在弛豫过程中耗散。

为建立转动惯量与半径之间的关系，忽略微小的扁率，并采用题目给定的相同密度 。半径为 、厚度为

 的球壳满足

因此，半径为  的均匀球体的转动惯量为

将液态内部的半径记为 ，得到

因此，

从图中读出的近似值为

由此得到

ϵ ≃
2π2(1.0 × 104)3

(6.67 × 10−11)(2.0 × 1030)(2.0 × 10−2)2
= 3.699 × 10−4.

.ϵ ≃ 3.7 × 10−4

re − rp ≃ ϵR ≃ 3.7 m

ω0

ω1 ω0

ω2

Ic Il

Icω1 + Ilω0 = (Ic + Il)ω2.

Ic(ω1 − ω2) = Il(ω2 − ω0).

.
Il

Ic + Il
=

ω1 − ω2

ω1 − ω0

ρ r

dr

dm = 4πρr2 dr, dI =
2

3
r2 dm.

a

I(a) =
8πρ

3
∫

a

0
r4 dr =

8πρ

15
a5.

rl

Il

Ic + Il
=

r5
l

R5
.

.rl = R(
ω1 − ω2

ω1 − ω0
)

1/5

ω0 ≃ 314.1593 s−1, ω1 ≃ 314.1640 s−1, ω2 ≃ 314.1599 s−1.
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进而

取合理的精度，

解答已与官方解答核对。本解答与官方解答不同之处，均为官方解答中的错误或印刷错误。

(

rl

R
)

5
≃

0.0041

0.0047
≃ 0.872,

rl ≃ (1.0 × 104)(0.872)1/5 ≃ 9.73 × 103 m.

.rl ≃ 9.7 km
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