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题目 1：两种互不相溶液体的沸腾

考虑两种互不相溶的液体 A 和 B。它们的饱和蒸气压 （  或 ）可以用下式很好地近似描

述：

其中，  表示标准大气压，  为蒸气的绝对温度，  和 （  或 ）为取决于液体种类的常

数。（符号  表示自然对数，即以  为底的对数。）

表 1.1 给出了液体 A 和 B 在温度为  和  时的比值 。

表 1.1

, ,

40 0.284 0.07278

90 1.476 0.6918

这些数值的误差可以忽略不计。

A. 求液体 A 和 B 在压强  下的沸点。

B. 将液体 A 和 B 倒入一个容器，形成了图 1.1 所示的分层结构。在液体 B 的表面覆盖了一薄层不挥

发的液体 C，液体 C 与液体 A、B 均互不相溶，从而阻止液体 B 从其上表面自由蒸发。液体 A 和 B

在气相中的分子质量之比为：

图 1.1

pi i = A B

ln(pi/po) =
αi

T
+ βi, i = A 或 B,

po T αi βi i = A B

ln e = 2.7182818 …

40∘C 90∘C pi/p0

t [∘C] pi/p0 i = A pi/p0 i = B

p0

γ = μA/μB = 8.
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图 1.2

液体 A 和 B 的初始质量相同，均为 。容器中各液层的高度和各液体的密度都足够小，可

以认为容器内任意一点的压强实际上都等于标准大气压 。

对容器内的液体系统缓慢、连续且均匀地加热。观察到液体温度  随时间  的变化如图 1.2 的示意图

所示。

求图中水平段对应的温度  和 ，以及  时刻液体 A 和 B 的质量。温度应四舍五入到整数度（以

 为单位），液体质量应精确到 0.1 克。

说明： 假设液体的蒸气可以很好地近似认为：

(1) 遵循道尔顿分压定律，即混合气体的压强等于组成该混合物的各气体分压之和；并且

(2) 在压强不超过相应饱和蒸气压的范围内，可以视为理想气体。

题目译自官方英文原文。

答案

A. 标准沸点为

（分别约为  和 ）。

B. 按题目要求的精度，

解答

A. 标准沸点

对于纯液体，当其饱和蒸气压等于外界压强时，就会发生沸腾。因此，在压强  下，

所以

m = 100g

p0

t τ

t1 t2 τ1
∘C

tA = 76.8∘C, tB = 99.7∘C

77∘C 100∘C

,t1 = 100∘C, t2 = 67∘C

.mA(τ1) = 0.0 g, mB(τ1) = 95.5 g

p0

pi(Tb,i) = p0 ⟹ 0 =
αi

Tb,i
+ βi,
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为确定这些常数，令

并用  和  表示表中对应的压强比。将两个蒸气压方程相减，得到

代入所给数据：

液体  ( )

A

B

因此，

换算为摄氏温度，

B. 两个平台段及剩余质量

由于加热缓慢，可以利用平衡蒸气压进行准静态分析。根据题设，液体静压造成的压强差可以忽略不计。

不挥发的液层 C 阻止了液面的自由蒸发。

在 A–B 界面处，与两种液体都处于平衡的蒸气泡中含有两种液体各自的饱和蒸气。由于两种液体互不相

溶，每种液体都在共同的温度下贡献其自身的饱和蒸气压。由道尔顿分压定律得

因此，沸腾从较低平台段的温度  开始，该温度由下式确定：

利用拟合得到的蒸气压关系式，

数值求解得到

因此，

在此温度下，

只要两种液体都还存在，它们的饱和蒸气压就只取决于温度，因此沸腾会在这一恒定温度下持续进行。输

入的热量用于提供汽化潜热。

为确定哪种液体先耗尽，考虑体积为  的逸出混合蒸气。对每种组分应用理想气体状态方程，得到

Tb,i = −
αi

βi

.

TL = 313.15 K, TH = 363.15 K,

ri,L ri,H

αi =
ln ri,H − ln ri,L

T −1
H − T −1

L

, βi = ln ri,L −
αi

TL

.

αi K βi

−3748.4907 10.711491

−5121.6396 13.734914

Tb,A = 349.9504 K, Tb,B = 372.8920 K.

.tA = 76.8∘C, tB = 99.7∘C

pbubble = pA(T ) + pB(T ).

T2

pA(T2) + pB(T2) = p0.

exp(
αA

T2
+ βA)+ exp(

αB

T2
+ βB) = 1.

T2 = 340.1208 K, t2 = 66.9708∘C.

.t2 = 67∘C

pA

p0
= 0.7337662,

pB

p0
= 0.2662338.

V

pAV = nART2, pBV = nBRT2,
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从而

分子质量之比也等于摩尔质量之比。因此，以正值表示的蒸发损失质量满足

代入数值得

在整个较低平台段，这一比值保持不变。由于初始质量相等，A 先耗尽。当 A 的全部  都已蒸发时，

B 损失的质量为

因此，剩余液体的质量为

A 一旦耗尽，B 单独的蒸气压就不足以使其在  下沸腾，因为

沸腾停止，温度上升，直到 B 达到其标准沸点。因此，较高平台段的温度为

四舍五入后得到

标出的时刻  位于两个平台段之间的上升段。在这一阶段，A 已消失，B 尚未重新开始沸腾，而液层 C

阻止了液面的自由蒸发。因此，液体质量仍与较低平台段结束时相同：

解答已与官方解答核对。本解答与官方解答不同之处，均为官方解答中的错误或印刷错误。

题目 2：像刚体一样转动的三个相互吸引的质点

三个不共线的质点 、  和 ，其质量分别为已知的 、  和 ，彼此之间仅通过万有引力

相互作用；它们孤立于自由空间中，不与任何其他物体相互作用。用  表示通过这三个质点的质心且

垂直于三角形  所在平面的轴。系统（绕轴 ）的角速度  以及各质点间的距离：

应满足什么条件，才能使三角形  的形状和大小在系统运动过程中保持不变，即在什么条件

下，系统会像刚体一样绕轴  转动？

题目译自官方英文原文。

nA

nB

=
pA

pB
.

dmevap
A

dmevap
B

=
μApA

μBpB
= γ

pA

pB
.

γ
pA

pB
= 8

0.7337662

0.2662338
= 22.0488.

100 g

ΔmB =
100

22.0488
g = 4.5354 g.

mA = 0, mB = 100 − 4.5354 = 95.4646 g.

T2

pB(T2) = 0.2662338 p0 < p0.

t1 = tB = 99.7420∘C,

.t1 = 100∘C

τ1

.mA(τ1) = 0.0 g, mB(τ1) = 95.5 g

P1 P2 P3 m1 m2 m3

σ

P1P2P3 σ ω

P1P2 = a12, P2P3 = a23, P1P3 = a13,

P1P2P3

σ
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答案

题目 2： 三角形必须是等边三角形：

三个质点必须以相同的恒定角速度转动，其大小满足

两个转动方向均可。对于任意正质量，这些条件都是必要且充分的；三个质点的质量不必相

等。

解答

题目 2

对质点应用牛顿运动定律和万有引力定律。定义

由于没有外力，质心做匀速直线运动。选取质心静止的惯性参考系，并用  表示  相对于质心的位置矢

量。于是

当系统绕垂直于三角形所在平面的轴  作刚体转动时，三个质点具有共同的角速度 。它们相对于质心的

角动量为

万有引力是内力，也是有心力，因此其总力矩为零，  守恒。由于刚性三角形的  保持不变，  为常量。

因此，

因此，将牛顿第二定律两边除以 ，可得必须满足

质心关系还给出

将式 (2) 代入式 (1) 的左边并整理，得

由于三个点不共线，从每个顶点指向另外两个顶点的两个矢量线性无关。因此，式 (3) 中的两个系数都必

须为零。由于各质量为正，这意味着对于每一对质点，都有

a12 = a23 = a13 = a > 0.

ω2 =
G(m1 + m2 + m3)

a3
.

M = m1 + m2 + m3.

ri Pi

3

∑

i=1

miri = 0.

σ ω

L = Iω, I =
3

∑

i=1

mi|ri|
2.

L I ω

r̈i = −ω2
ri.

mi

−ω2
ri = G∑

j≠i

mj

a3
ij

(rj − ri). (1)

∑

j≠i

mj(rj − ri) = −Mri. (2)

∑

j≠i

mj(
G

a3
ij

−
ω2

M
)(rj − ri) = 0. (3)

eulersolve.org/ipho/1989/ 5 / 9



所以

这就证明了必要性。

为证明充分性，取边长为  的等边三角形构型。任一质点的引力加速度为

因此，该质点所受引力的合力指向质心，并且当

时，恰好提供转动所需的向心加速度。

在质心参考系中，选取初速度为

相应的匀速转动使等边三角形保持不变，并且在每一时刻都满足牛顿运动方程。因此，这些条件也是充分

的。还可以叠加质心的任意匀速直线运动。

解答已与官方解答核对。

题目 3：从电子显微镜到质子显微镜

本题研究如何将一台利用磁场引导电子束（电子束经电势差  加速）的电子显微镜改造

成质子显微镜（其中的质子束经电势差  加速）。为此，请解答以下两个问题：

A. 一个电子离开使其经电势差  加速的装置后，进入一个非均匀磁场  区域。该磁场由一组固定

线圈  产生。各线圈中的已知电流分别为 。

为了使质子（先经电势差  加速）沿着与电子相同的轨迹（且运动方向相同）运动，线圈

 中的电流  应分别为多少？

提示： 可以通过寻找使两种情况下描述轨迹的方程相同的条件来解答本题。下列关系式可能有所帮

助：

B. 如果用质子束代替电子束，上述显微镜的分辨本领将增大或减小多少倍？假设显微镜的分辨本领

（即两个点物体的圆形像恰好能够分开时，这两个点物体之间的最小距离）仅取决于粒子的波动性

质。

假设电子和质子在加速前的速度均为零，且电子或质子的固有磁矩与磁场之间不存在相互作用。另假

设运动粒子发出的电磁辐射可以忽略。

注： 物理学家经常使用 1 电子伏特（1 eV）及其倍数单位，如 1 keV 或 1 MeV，作为能量单位。1

电子伏特是电子通过 1 V 的电势差所获得的能量。

G

a3
ij

=
ω2

M
.

a12 = a23 = a13 = a, ω2 =
GM

a3
.

a

r̈i =
G

a3
∑

j≠i

mj(rj − ri) = −
GM

a3
ri.

ω2 =
GM

a3
.

ṙi(0) = ω × ri(0), ω ∥ σ.

U = 511 kV

−U

U B

L1,L2, … ,Ln i1, i2, … , in

−U

L1,L2, … ,Ln i′
1, i′

2, … , i′
n

p
d

dt
p =

1

2

d

dt
p 2 =

1

2

d

dt
p2.
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请使用以下数据进行计算：

电子的静止能量：

质子的静止能量：

题目译自官方英文原文。

答案

A. 将每个线圈中的电流反向，并将其大小乘以约 ：

B. 最小可分辨距离变为

因此，最小距离——即题目中称为“分辨本领”的量——减小为原来的  分之一。分辨精细

结构的能力提高至原来的相应倍数；按照通常定义  表示的分辨本领增大为原来的 

倍。

解答

A. 线圈电流

用  表示元电荷，因此 ， 。加速后，粒子在磁场中的运动遵循相对论形式的洛伦兹

力方程

将方程两边与平行于  的  作标量积，得到

因此，动量的大小  保持不变。在题目所述忽略磁矩相互作用和辐射的条件下，即使磁场不均匀，这一结

论也成立。

为了在不涉及粒子速率的情况下描述空间轨迹，令  为沿运动方向递增的弧长，并令

为单位切向量。于是 ， ，且 。因此，

所以轨迹方程为

Ee = mec
2 = 511 keV

Ep = mpc
2 = 938 MeV

35.0

i
′
k = −√

2Ep + eU

2Ee + eU
ik ≃ −35.0 ik, k = 1, … ,n.

dp

de
=

λp

λe

≃ 0.0286.

35.0

1/d 35.0

e > 0 qe = −e qp = +e

dp

dt
= q v × B, p = γmv.

v p

1

2

d(p2)

dt
= p ⋅

dp

dt
= qp ⋅ (v × B) = 0.

p

s

t =
dr

ds

p = pt v = vt ds/dt = v

pv
dt

ds
= qv t × B,

dr

ds
= t,

dt

ds
=

q

p
t × B(r).
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对于磁场  中的电子和新磁场  中的质子，如果

即

则上述方程完全相同。因此，当入射点和入射方向相同时，两种粒子沿同一条有向空间轨迹运动。

线圈系统产生的磁场与各线圈电流呈线性关系。将每个电流乘以同一个因子，就会使各处的磁场都乘以该

因子。因此，所需的电流为

接下来只需计算动量之比。两种粒子都从静止开始加速，并获得相同的动能，

由于 ，必须对电子采用相对论处理。我们对两种粒子均使用精确的相对论表达式：

因此，

并且

以 MeV 为能量单位代入数值，得到

两者之比为

因此

负号至关重要：磁场反向可补偿粒子电荷符号的反转。

B. 分辨本领

德布罗意波长为

对于孔径几何条件固定、分辨率受衍射限制的显微镜，物体上两点的最小可分辨间距与波长成正比。更明

确地说，其形式为

B B′

e

pp
B′ = −

e

pe
B,

B′(r) = −
pp

pe
B(r).

i′
k = −

pp

pe
ik.

K = eU = 511 keV = 0.511 MeV.

K = Ee

(K + mc2)2 = p2c2 + m2c4.

pc =√K(K + 2mc2),

pp

pe
= √

K + 2Ep

K + 2Ee

.

pec =√0.511(0.511 + 2 × 0.511) ≃ 0.885 MeV,

ppc =√0.511(0.511 + 2 × 938) ≃ 31.0 MeV.

pp

pe
= √

1876.511

1.533
= 34.9868 … .

i′
k ≃ −35.0 ik (k = 1, … ,n).

λ =
h

p
.

λ
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其中  为孔径半角，  取决于所采用的分辨判据。

A 部分求得的磁场缩放关系保持了粒子束的轨迹，因此也保持了几何因子。于是

因此，

质子显微镜能够分辨间距约为原来  分之一的点。按照题目中的定义，其“分辨本领”指最小可分辨距

离，因而按这一倍数缩小。通常以该距离的倒数定义的分辨本领则按同一倍数增大。

解答已与官方解答核对。

dmin = C
λ

sinα
,

α C

dp

de
=

λp

λe

=
pe

pp
= √

K + 2Ee

K + 2Ep

=
1

34.9868 …
.

dp ≃ 0.0286 de.

35.0
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