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题目 1：上升的湿空气

湿空气以绝热方式流过一条山脉，如图所示。

在气象站  和  测得的大气压相同，均为 100 kPa，而在气象站  测得的气压为 70 kPa。

 处的空气温度为  C。

空气上升时，在气压为 84.5 kPa 处开始形成云。

考虑一团沿山坡上升的湿空气，每平方米上方的空气质量为 2000 kg。这团湿空气经过 1500 秒后到

达山脊（气象站 ）。在上升过程中，每千克空气中有 2.45 g 的水以雨的形式降下。

1. 求云底形成处  的温度 。

2. 假设大气密度随高度线性减小，云底（  处）相对于气象站  的高度  是多少？

3. 在山脊处测得的温度  是多少？

4. 假设  与  两点之间降雨均匀，求气流在 3 小时内产生的降水水柱高度（降水量）。

5. 在山脉背风面的气象站  测得的温度  是多少？讨论气象站  处的大气状态与气象站

 处相比有何不同。

提示与数据

将大气视为理想气体。忽略水蒸气对比热容和大气密度的影响；同样忽略汽化比潜热随温度的变化。

温度的计算精度要求为 1 K，云底高度的计算精度要求为 10 m，降水量的计算精度要求为 1 mm。

在所涉及的温度范围内，大气的比热容为：

气象站  处，在  和  下的大气密度为：

M0 M3 M2

M0 20∘

M2

M1 T1

M1 M0 h1

T2

M1 M2

M3 T3 M3

M0

cp = 1005 J ⋅ kg−1 ⋅ K−1

M0 p0 T0

ρ0 = 1.189 kg ⋅ m−3
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云体内水的汽化比潜热为：

题目译自官方英文原文。

答案

1. ，即 。

2. 。

3. 在要求的精度下， ，即约 。

4. 3 小时内的降水量约为 。

5. ，即约 。空气比  处暖约 ，且更加干燥：这就是焚风效应。

解答

热力学关系式中的所有温度均为绝对温度。令

空气的比气体常数满足

采用题目给出的近似，即水不会显著改变空气的比热容或密度。凝结的水视为以雨的形式移出气团。

1. 开始形成云时的温度

在到达  之前，不发生凝结。因此，上升的空气虽然含有水蒸气，仍遵循干绝热关系。

对于理想气体，绝热变化过程中的热力学第一定律给出

因此，

于是

因此，

2. 云形成处的高度

首先求  处的密度。由 ，

Lv = 2500 kJ ⋅ kg−1

cp

cv
= χ = 1.4 且 g = 9.81 m ⋅ s−2

T1 ≈ 279 K 6∘C
h1 ≈ 1410 m

T2 ≈ 271 K −2∘C
35 mm

T3 ≈ 300 K 27∘C M0 7 K

T0 = 293.15 K, κ =
χ − 1
χ

=
2
7

.

R = cp − cv,
R

cp
= κ.

M1

cp dT =
RT

p
dp.

dT

T
= κ

dp

p
, Tp−κ = 常量.

T1 = T0(
p1

p0
)

κ

= 293.15(
84.5
100

)

2/7

= 279.38 K.

T1 ≈ 279 K ≈ 6∘C.

M1 p = ρRT
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因此

流体静力平衡要求

由于密度在  与  之间随高度线性减小，其在这一高度区间内的平均值为

因此，对流体静力学方程积分得到

于是

按要求精确到 10 m，

3. 山脊处的温度

在有云的上升过程中，凝结释放潜热。虽然气团与周围环境没有热量交换，但这种内部潜能的转化会减小

其降温幅度。

每千克空气中凝结的水的质量为

因此，每千克空气中释放的潜热为

若不发生凝结，山脊处的温度将为

这些潜热对应的温升为

在最终气压下加上这一温升，得到

为检验这一近似是否满足规定的精度，令  为每千克空气中凝结水的质量增量。凝结过程中的热力学第

一定律为

ρ1

ρ0
=

p1

p0

T0

T1
.

ρ1 = 1.189(
84.5
100

)(

293.15
279.38

) = 1.0542 kg m−3.

dp

dh
= −ρg.

M0 M1

–ρ =
ρ0 + ρ1

2
.

p0 − p1 = gh1
ρ0 + ρ1

2
.

h1 =
2(p0 − p1)

g(ρ0 + ρ1)
=

2(100000 − 84500)

9.81(1.189 + 1.0542)
= 1408.7 m.

h1 ≈ 1410 m.

Δr = 2.45 × 10−3 kg kg−1,

Qℓ = LvΔr = (2.500 × 106)(2.45 × 10−3) = 6125 J kg−1.

T2,dry = T0(
p2

p0
)

κ

= 293.15(
70

100
)

2/7

= 264.75 K.

Qℓ

cp
=

6125
1005

= 6.095 K.

T2 ≃ T2,dry +
Qℓ

cp
= 270.84 K.

dr

R
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乘以积分因子  并积分，得到

凝结发生时的气压介于  与  之间，因此

因此，

这一简单的潜热修正至多将  高估 ，远小于允许的误差。因此

4. 3 小时内的降水量

每平方米所对应的空气质量为

在题目所述的一个 1500 s 时间间隔内，它产生的单位面积降雨质量为

因此，对于稳定的气流，在  内累积的降雨为

取液态水通常的密度

相应的水柱高度为

降雨均匀意味着指定降雨区域内各处的降水量均相同：

5.  处的温度和大气状况

凝结水以雨的形式移出气团后，下降的空气因受压缩而升温，变为未饱和状态。因此，其下降过程是干绝

热过程：

使用第 3 问中的近似值，

第 3 问中更精确的上下界给出

cp dT −
RT

p
dp = Lv dr.

p−κ

T2 = T1(
p2

p1
)

κ

+
Lv

cp
∫

Δr

0
(

p2

p(r)
)

κ

dr.

p1 p2

(

p2

p1
)

κ

≤ (

p2

p(r)
)

κ

≤ 1.

270.52 K ≤ T2 ≤ 270.84 K.

T2 0.32 K

T2 ≈ 271 K (约为  − 2∘C).

Σ = 2000 kg m−2.

ΣΔr = 2000(2.45 × 10−3) = 4.90 kg m−2.

3 h = 10800 s

mw

A
= 4.90

10800
1500

= 35.28 kg m−2.

ρw ≃ 1000 kg m−3,

H =
mw/A

ρw
=

35.28

1000
= 0.03528 m.

H ≈ 35 mm 在 3 小时内.

M3

T3 = T2(
p3

p2
)

κ

.

T3 ≃ 270.84(
100
70

)

2/7

= 299.90 K.

299.54 K ≤ T3 ≤ 299.90 K,
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因此，凝结过程的具体情况所带来的不确定度仍小于 。

所以

与  处相比，  处的空气：

温度高约 ；

每千克空气损失了  的水；

由于水分减少且温度升高，相对湿度更低。

上升过程中释放的潜热减小了降温幅度，而已降下的雨水无法在下降过程中产生相应的蒸发冷却。由此形

成温暖、干燥的下坡风，这就是焚风效应。

解答已与官方解答核对。

题目 2：磁场中的电子

由点源 P 发射的一束电子沿磁感线方向进入环形线圈（螺绕环）的磁场 。假设电子束的张角

 很小 。电子在螺绕环的平均半径 R 处注入，加速电压为 。

忽略电子之间的任何相互作用。假设  的大小 B 为常量。

1. 为使电子在环形磁场中沿环运动，需要一个均匀的偏转磁场 。对于在环内沿半径为 R 的圆

形轨道运动的电子，计算所需的 。

2. 确定  的大小，使电子束如图所示形成四个相隔  的聚焦点。

注：考虑电子轨迹时，可以忽略磁场的弯曲。

3. 没有偏转磁场  时，电子束无法保持在螺绕环内，而会沿垂直于螺绕环平面的方向发生定向

运动（漂移），从而离开螺绕环。

a) 证明电子相对于注入半径的径向偏移是有限的。

b) 确定漂移速度的方向。

1 K

T3 ≈ 300 K ≈ 27∘C.

M0 M3

7 K
2.45 g

→B

2 ⋅ α0 (2 ⋅ α0 ≪ 1) V0

→B

→B1

→B1

→B π/2

→B1
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注：可以忽略电子束的张角。使用能量守恒定律和角动量守恒定律。

数据：

题目译自官方英文原文。

答案

令  表示电子电荷量的绝对值。取  沿注入电子束和环形磁场的方向，并定义 ；对

于图示的注入方向，  指向纸面外。

1. 均匀偏转磁场垂直于螺绕环平面：

2. 在规定的近似下，

3(a). 径向偏移有界：

对于第 2 问中的磁场，该上界为 。在  为常量的模型中，实际最大偏移为

。

3(b). 漂移方向指向纸面内，与第 1 问中所需的偏转磁场方向相反：

解答

1. 偏转磁场

根据非相对论力学，电子经电压  加速后有

因此

对于沿圆形轨道运动的参考电子，其速度与环形磁场平行。因此，该磁场对这个电子不产生作用力。

偏转磁场必须提供指向圆心的向心力。当  时，电子所受的洛伦兹力为

在圆周上各处都指向圆心。因此

e

m
= 1.76 ⋅ 1011 C ⋅ kg−1; V0 = 3 kV; R = 50 mm

e > 0 ϕ̂ ẑ = r̂ × ϕ̂

ẑ

, v0 = √

2eV0

m
= 3.25 × 107 m s−1.→B1 =

mv0

eR
ẑ = 3.69 × 10−3 T ẑ

.B =
4mv0

eR
= 4B1 = 1.48 × 10−2 T

.0 ≤ r − R ≤
mv0

eB

12.5 mm B

5.37 mm

.→vdrift ∥ −ẑ

V0

1
2
mv2

0 = eV0,

v0 = √2(
e

m
)V0 = √2(1.76 × 1011)(3.00 × 103) = 3.25 × 107 m s−1.

→B1 = B1ẑ

→F = −e→v × →B1 = −ev0B1r̂,
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所以

其大小为

所需的磁场是均匀磁场，方向垂直于图面向外。

2. 四个聚焦点

本问按题目要求忽略引导磁场的弯曲。在局部，电子绕磁场方向做螺旋运动。若其初速度与磁场的夹角为

，则

横向运动的回旋角频率和周期为

虽然回旋半径取决于 ，但周期与其无关。完成一整圈回旋后，每个电子都回到各自的初始横向位置。

因此，保留小张角的一阶项时，沿电子束方向到下一个焦点的距离为

 的差异仅在  阶出现，在此忽略。

四个等间隔聚焦点要求

令这两个距离相等，得到

所以

电子束依次在方位角增加  时重新聚焦；最后一个聚焦点与 P 重合。因此，沿螺绕环共有

四个不同的聚焦位置，包括 P。

3(a). 无偏转磁场时的有限径向偏移

现在撤去 ，并忽略电子束的张角。以螺绕环的对称轴为轴建立柱坐标系：

初始时，

ev0B1 =
mv2

0

R
.

,→B1 =
mv0

eR
ẑ

B1 =
3.2496 × 107

(1.76 × 1011)(0.050)
= 3.69 × 10−3 T.

α

v∥ = v0 cosα ≃ v0, v⊥ = v0 sinα ≃ v0α.

ω =
eB

m
, T =

2π
ω

=
2πm
eB

.

α

ℓ = v∥T ≃ v0T =
2πmv0

eB
.

v∥ α2

ℓ =
2πR

4
=

πR

2
.

2πmv0

eB
=

πR

2
,

.B =
4mv0

eR
= 4B1 = 1.48 × 10−2 T

π/2,π, 3π/2, 2π

→B1

→B = Bϕ̂, →v = ṙ r̂ + rϕ̇ ϕ̂ + ż ẑ.

r = R, ṙ = 0, ż = 0, rϕ̇ = v0.
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磁场不做功，因此速率保持不变：

磁场力没有方位角方向的分量。因此，关于对称轴的角动量守恒：

由于方位角方向的速率不可能超过总速率，由式 (2) 立即得到

为求得上界，利用洛伦兹力的轴向分量：

因此

由于  为常量，积分并代入初始条件，得到

将式 (2) 和式 (4) 代入能量守恒关系，得到

左边每一项都非负。因此，

结合式 (3)，便证明了

对于第 2 问求得的磁场， ，从而得到有限的上界

式 (5) 还可以给出实际的外侧转向点。令 ，并记 。于是

除初始转向点  外，正根满足

解得

3(b). 漂移方向

由式 (3) 和式 (4) 得

因此，轴向速度绝不会指向  方向。

ṙ 2 + r2ϕ̇ 2 + ż 2 = v2
0. (1)

mr2ϕ̇ = mRv0, rϕ̇ =
Rv0

r
. (2)

r ≥ R. (3)

−e→v × →B = eBż r̂ − eBṙ ẑ.

mz̈ = −eBṙ.

B

ż = −
eB

m
(r − R) = −ω(r − R). (4)

ṙ 2 +
R2v2

0

r2
+ ω2(r − R)2 = v2

0. (5)

ω2(r − R)2 ≤ v2
0.

.0 ≤ r − R ≤
v0

ω
=

mv0

eB

ω = 4v0/R

r − R ≤
R

4
= 12.5 mm.

ṙ = 0 x = (r − R)/R

16x2 +
1

(1 + x)2
= 1.

x = 0

16x(1 + x)2 = x + 2,

x = 0.107403, .rmax − R = 5.37 mm

ż = −ω(r − R) ≤ 0.

+ẑ
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电子确实会离开  的位置：初始时，速度与  平行，因而磁场力为零，径向运动方程给出

因此，注入后不久便有  且 。当径向运动在两个转向点之间振荡时，轴向位移持续向负方向累

积：

所以，定向漂移的方向为

解答已与官方解答核对。

题目 3：无限 LC 梯形网络

当正弦波在无限 LC 梯形网络中传播时（见下图），相邻两个电容器两端交流电压的相位相差 。

a) 确定  与 、L 和 C 的关系（  为正弦波的角频率）。

b) 若每个单元的长度为 ，求波的传播速度。

c) 说明在什么条件下波的传播速度几乎与  无关。求此时的速度。

d) 提出一个与上述电路相类比的简单力学模型，并推导方程以证明该模型的合理性。

公式：

题目译自官方英文原文。

r = R →B

r̈(0) =
v2

0

R
> 0.

r > R ż < 0

⟨ż⟩ = −ω ⟨r − R⟩ < 0.

指向纸面内，方向相反于  →B1.

Φ

Φ ω ω

ℓ

ω

cosα − cosβ = −2 ⋅ sin(
α + β

2
) ⋅ sin(

α − β

2
)

sinα − sinβ = 2 ⋅ cos(
α + β

2
) ⋅ sin(

α − β

2
)
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答案

a) 色散关系为

取主值范围内的相位滞后 ，

相位滞后为实数要求 。

b) 正弦波的相速度为

为完整起见，窄频带波包的群速度为

c) 当 ，即  时，传播速度近似与频率无关：

d) 由质量均为 、间距为  的相同质点组成的无限长链，相邻质点由劲度系数为  的相同无

质量弹簧连接，可作为类比模型。其方程

与电路方程

相对应，其中  为流过第  个电感器的电流。因此，对应关系为 、 。

解答

假设电感器和电容器均为理想元件，各电感器彼此相同，各电容器也彼此相同，且电阻可忽略不计。用整

数  对电容器编号。设  为电容器  两端的电压，  为从节点  经电感器流向节点  的电

流。

a)

在节点  处应用基尔霍夫电流定律，得

每个电感器的电压与电流关系给出

.ω2LC = 4 sin2 Φ
2

0 ≤ Φ ≤ π

.Φ = 2 arcsin(
ω√LC

2
)

0 ≤ ω ≤ ωc = 2/√LC

.vph =
ωℓ
Φ

=
ωℓ

2 arcsin(ω√LC/2)

.vg =
ℓ

√LC

√1 −
ω2LC

4

ω√LC ≪ 1 Φ ≪ 1

.vph ≃ vg ≃
ℓ

√LC

m ℓ κ

mẍn = κ(xn−1 − 2xn + xn+1)

Lq̈n =
1
C

(qn−1 − 2qn + qn+1),

q̇n n m ↔ L κ ↔ 1/C

n un(t) n in(t) n n + 1

n

C
dun

dt
= in−1 − in.

d
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对第一个方程求导，并代入电感器的关系式，得

因此

对于每经过一个单元相位滞后  的正弦行波，可写为

相邻电容器的电压满足

同时 。因此

即

利用 ，得

在主值分支上，

将传播方向反转，相位滞后的符号也随之反转。

由于 ，相位差为实数的行波模式仅可能存在于以下截止频率所限定的频带内：

高于此截止频率时，不存在  为实数的传播模式。

b)

相位保持不变时满足

因此，同一相位前进一个单元所需的时间为

由于单元长度为 ，相速度为

L
din

dt
= un − un+1.

LC
d2un

dt2
= (un−1 − un) − (un − un+1),

.LCün = un−1 − 2un + un+1

Φ

un(t) = U cos(ωt − nΦ).

un−1 + un+1 = 2un cos Φ,

ün = −ω2un

−ω2LC = 2 cos Φ − 2,

.cos Φ = 1 −
ω2LC

2

1 − cos Φ = 2 sin2(Φ/2)

.ω2LC = 4 sin2 Φ
2

.Φ = 2 arcsin(
ω√LC

2
)

sin2(Φ/2) ≤ 1

.ωc =
2

√LC

Φ

ωt − nΦ = 常数.

Δt =
Φ

ω
.

ℓ
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等价地，波数为 ，且 。

题目指定的是正弦波，因此所求速度就是这一相速度。若改为考察窄频带波包的包络，其速度则为群速

度。由

可得

在截止频率处，相邻电容器的电压反相振荡，即 ，群速度为零。

c)

当一个单元两端的相位变化很小时，

可以使用近似

色散关系于是变为

因此，所要求的频率条件为

且

群速度也有相同的极限。从物理上看，这对应于长波长情形：一个波长内包含许多单元，因此这一离散网

络近似表现为连续传输线。

例如，相速度的最低阶修正为

因此，在上述条件下，其对频率的依赖很弱。由于  的单位为 ，  具有速度的单位。

d)

考虑由质量均为  的相同质点组成的无限长直链，质点在平衡时的间距为 。将每对相邻质点用劲度系数

为  的无质量弹簧连接。质点沿纵向无摩擦地运动，弹簧遵循胡克定律。

设  为质点  相对平衡位置的位移。右侧弹簧施加的力为

.vph =
ℓ

Δt
=

ωℓ
Φ

=
ωℓ

2 arcsin(ω√LC/2)

k = Φ/ℓ vph = ω/k

ω(k) =
2

√LC
sin

kℓ
2

, 0 ≤ kℓ ≤ π,

.vg =
dω

dk
=

ℓ

√LC
cos

Φ

2
=

ℓ

√LC

√1 −
ω2LC

4

Φ = π

Φ ≪ 1,

sin
Φ
2

≃
Φ
2

.

ω2LC ≃ Φ2, Φ ≃ ω√LC.

,ω√LC ≪ 1

.vph ≃
ℓ

√LC

vph =
ℓ

√LC
[1 −

ω2LC

24
+ O((ω2LC)2

)].

LC s2 ℓ/√LC

m ℓ
κ

xn(t) n

κ(xn+1 − xn),
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左侧弹簧施加的力为

因此，牛顿第二定律给出

为建立与电路的直接对应关系，定义  为通过电感器  的电荷量，从而

各物理量均取相对于平衡状态的变化量，由电容器  处的电荷守恒可得

电感器方程于是变为

因此

在以下对应关系下，该方程与力学方程的形式完全相同：

能量表达式进一步证实了这一对应关系：

电感器储存的能量对应于动能，电容器储存的能量对应于弹性势能。

最后，将  代入力学方程，得

当  时，这与 LC 电路的色散关系完全相同。

解答已与官方解答核对。

−κ(xn − xn−1).

.mẍn = κ(xn−1 − 2xn + xn+1)

qn(t) n

in = q̇n.

n

Cun = qn−1 − qn.

Lq̈n = un − un+1 =
qn−1 − 2qn + qn+1

C
.

,Lq̈n =
1

C
(qn−1 − 2qn + qn+1)

.xn ↔ qn, m ↔ L, κ ↔
1
C

ELC = ∑

n

[

1

2
Lq̇ 2

n +
(qn−1 − qn)2

2C
],

Emech = ∑

n

[

1

2
mẋ 2

n +
1

2
κ(xn−1 − xn)2

].

xn = A cos(ωt − nΦ)

ω2 =
4κ

m
sin2 Φ

2
,

κ/m = 1/(LC)
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