
国际物理奥林匹克

IPhO 1986
理论题与解答 · 英国伦敦（哈罗） · 3 道理论题及完整解答

eulersolve.org/ipho/1986/

题目 1：双缝与衍射光栅：振幅的矢量叠加

图 1.1

一束波长为 、频率为  的平面单色光波垂直入射到两条相同的狭缝上，两缝间距为 ，如图 1.1 所

示。每条狭缝出射的光波，在沿  方向距离狭缝  处、时刻  的表达式为

其中，两列波的振幅  相同。（假设  远大于 。）

(i) 证明：在与狭缝法线成  角的方向上观察到的两列波，其合振幅  可以通过两个矢量相加得到；

每个矢量的大小均为 ，其方向由相应光波的相位决定。

根据矢量图，用几何方法验证

其中

(ii) 将双缝替换为具有  条等间距狭缝的衍射光栅，相邻狭缝间距为 。利用振幅的矢量叠加法证

明：大小均为  的振幅矢量构成一个正多边形的一部分，其顶点位于半径为  的圆上，且

由此推导出合振幅为

并求出合成波相对于光栅边缘狭缝出射光的相位差。

(iii) 在同一张图中画出  和  随  变化的示意曲线。另画一张图，表示合成波的光强

随  的变化。
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(iv) 求各主极大的光强。

(v) 证明主极大的数目不能超过

(vi) 证明：波长分别为  和  的两种光，其中 ，所产生的主极大之间的角间隔为

计算钠 D 线的这一角间隔，已知

题目译自官方英文原文。

答案

设  为仅有一条狭缝时的光强，并令

用  表示带符号的振幅系数；其绝对值为实际振幅。

(i) 相位差为 ，因此

原题印出的  应为 。

(ii)

一般地， 。当各狭缝的相位依次增加  时，采用上述带符号系数，合成波

相对于第一条边缘狭缝的相位为 。若采用正振幅，则在该系数为负的所有位置，相

位须加上 。在  处，实际振幅为 。

(iii)  的振幅为 ，周期为 ；  在  处有竖直渐近线。光强为

它是周期为  的偶函数，主峰位于  处。相邻主峰之间有  个零点和  个次极

大。

(iv)

(

2d

λ
+ 1)

λ λ + δλ δλ ≪ λ

Δθ =
nΔλ

d cos θ
其中 n = 0, ± 1, ± 2 …等

λ = 589.0 nm, λ + Δλ = 589.6 nm, n = 2, 且 d = 1.2 × 10−6 m.

[提示： cosA + cosB = 2 cos(
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2
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.
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(v) 将掠射级次作为极限方向计入，则

(vi) 在一阶近似下，

角间隔为这一带符号偏移量的绝对值。对于给定钠谱线的二级主极大，

解答

(i)

垂直入射使两条狭缝处的入射光相位相同。出射波是相干的，因此它们的瞬时位移相加。

在远场，到达观察点的光线可视为平行。因此，两条路径的长度之差为

所以，相位差的大小为

选择参考狭缝，使另一列波的相位超前 。将参考相位记为 ，则两列波为

利用给出的恒等式可得

为了从几何上解释这一结果，用长度为  的矢量表示每列波，其方向角等于该波的相位。矢量在某一固定

轴上的投影就是波的瞬时位移。两个矢量均以角速度  旋转，并保持  的夹角。由于投影可以相加，

它们的矢量和就表示合成波。

绘制矢量图时，从同一原点画出两个箭头，使它们与相位角平分线分别成  和  角。垂直于该角平分

线的分量相互抵消，沿角平分线的分量相加：

因此

带符号系数为负，仅表示合矢量反向，或相位额外增加 。

因此，原题印出的振幅公式中的  必须替换为 。

(ii)

对整个光栅采用同样的远场近似，忽略光栅各处的振幅变化和波前曲率。从一侧边缘开始给狭缝编号，使

其相位依次为

M = 2⌊
d

λ
⌋ + 1 ≤

2d

λ
+ 1.

Δθ ≃
nΔλ

d cos θ
.

Δθ ≃ 5.2 × 10−3 rad ≃ 0.30∘.

Δx = d sin θ.

δ =
2πΔx

λ
=

2πd sin θ

λ
= 2β.

2β ψ

y0 = a cosψ, y1 = a cos(ψ + 2β).

y0 + y1 = 2a cosβ cos(ψ + β).

a

2πf 2β

−β +β

As = a cosβ + a cosβ = 2a cosβ.

.A = 2a| cosβ|

π

θ β

ψ, ψ + 2β, … , ψ + 2(N − 1)β.
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将  个振幅矢量首尾相接画出。每个矢量的长度均为 ，且相对于前一个矢量均转过相同的角度 。因

此，它们的端点在一个圆上构成等弦长的折线。

在图中，将依次相连的端点标为 ，圆心标为 。每条边  的长度为 ，所对的有向

圆心角为 。将相应的等腰三角形平分，对于 ，可得

因此

对于任意 ，正值半径为 。这条折线在连接完  个矢量后不一定闭合。

合矢量直接从  指向 。这两个端点之间的总有向圆心角为 ，因此其长度为

于是，所求的带符号系数为

相位可以由弦的方向得到。指向第一条小弦中点的半径位于角位置 ，而指向合成弦中点的半径位于

。每条弦均垂直于指向其中点的半径，因此两条弦的方向角之差为

但须考虑合矢量可能反向的情况。

等价地，完整的合成波表达式为

因此，按照所选的边缘约定，保留带符号系数时，相对于该边缘狭缝的相位为 。若采用非负振

幅，则相位为

若以另一侧边缘为参考，则相对相位在模  意义下变号。合振幅为零时，相位无定义。

当  时，相邻狭缝的相位相差 。所有矢量均指向同一方向，因此 ，且相对相位在

模  意义下为零。此时，圆形构图的半径在极限下趋于无穷大。

(iii)

时间平均光强与实际振幅的平方成正比。由于单缝振幅为 ，

因而

N a 2β
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∣ ∣
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(N − 1)β + π, sinNβ/ sinβ < 0,
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=
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第一张图采用共同的横轴  和表示函数值的纵轴：

 在  与  之间振荡，周期为 。其零点位于 ，极值出现在

，极值为 。

 的周期为 ，没有零点，并在  处有竖直渐近线。在  与  之间，它从  下

降，在  处达到最小值 ，随后上升至 。接下来位于  与  之间的分支为负，在 

处达到 ，并在两端趋于 。这些分支重复出现。

虽然正弦的倒数在  处发散，但它与  的乘积的绝对值具有有限极限 。

对于光强图，绘制 。其主要特征为：

位置

，  为偶数

，  为奇数

该曲线非负，是偶函数，且以  为周期。每个主峰都关于  对称。其最近的零点为

因此，这两个零点之间的宽度为 。

相邻主峰之间有  个零点，相邻零点之间共有  个较小的次峰。它们的精确位置满足

此式通过在非零点处对光强求导得到。远离渐近线时，曲线位于下列包络线之下：

(iv)

 个长度为  的矢量，其合矢量的最大可能长度为 。当所有矢量指向同一方向时达到这一值：

因此，主极大满足

在这些方向上，

所以

在题设的等振幅模型下，所有主极大的光强均为此值。

取极限也能得到相同结果：

其平方为 。

β

sinNβ −1 +1 2π/N β = kπ/N

β = (2k + 1)π/(2N) (−1)k

1/ sinβ 2π β = mπ 0 π +∞

π/2 1 +∞ π 2π 3π/2

−1 −∞

mπ sinNβ N

I/I1

I/I1

β = mπ N 2

β = mπ + rπ/N , r = 1, … ,N − 1 0

β = mπ + π/2 N 0

β = mπ + π/2 N 1

π β = mπ

β = mπ ±
π

N
,

2π/N

N − 1 N − 2

,N cot(Nβ) = cotβ

I =
I1

sin2 β
.

N a Na

2β = 2nπ.

β = nπ ⟺ .d sin θ = nλ

AN = Na,

.Iprincipal = N 2I1

lim
β→nπ

sinNβ

sinβ
= N(−1)n(N−1),

N 2
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(v)

第  级主极大要求

由于 ，

因此，允许的整数级次范围为

将零级计入，得到

因为 ，

这一计数将恰好位于掠射方向  的级次也作为极限方向计入。排除这些方向只会使数目减少。

(vi)

考虑两种波长的同一级次  的主极大。记 ，则它们的光栅方程为

对于以弧度表示的小角度偏移，

将第二个光栅方程减去第一个，得到

因此

这是对实际存在且不处于掠射方向的主极大成立的一阶近似结果。当  为负时，带符号的偏移量为负；角

间隔为其绝对值。零级主极大重合。

对于钠谱线，

当  且取二级时，

所以

n

sin θ =
nλ

d
.

|sin θ| ≤ 1

|n| ≤
d

λ
.

−⌊

d

λ
⌋ 至 + ⌊

d

λ
⌋.

M = 2⌊
d

λ
⌋ + 1.

⌊u⌋ ≤ u

.M ≤
2d

λ
+ 1

θ = ±90∘

n Δλ = δλ

d sin θ = nλ,

d sin(θ + Δθ) = n(λ + Δλ).

sin(θ + Δθ) ≃ sin θ + Δθ cos θ.

d cos θΔθ ≃ nΔλ,

.Δθ ≃
nΔλ

d cos θ

n

Δλ = (589.6 − 589.0) nm = 0.6 × 10−9 m.

λ = 589.0 nm

sin θ =
2(589.0 × 10−9)

1.2 × 10−6
= 0.9816667,

θ ≃ 79.01∘, cos θ ≃ 0.19061.

eulersolve.org/ipho/1986/ 6 / 20



因此，

取合理精度，

作为数值核验，利用未展开的光栅方程求出两个角度后相减，得到 ，比一阶估计值约高

。

解答已与官方解答核对。本解答与官方解答不同之处，均为官方解答中的错误或印刷错误。

题目 2：地震波与地球的液态地核

2. 本世纪初，人们提出了一种地球模型，将地球假定为半径为  的球体，从表面到半径为 

处为均匀、各向同性的固态地幔。半径  以内的地核区域充满液体。

图 2.1

纵向地震波和横向地震波分别称为 P 波和 S 波，它们在地幔中的传播速度分别为常量  和 。

在地核中，纵波以恒定速度  传播，而横波不能传播。

地球表面 E 点发生地震，产生的地震波在地球内部传播，并由地表观测者记录。观测者可将地震仪

设置在地球表面的任意点 X。E 与 X 之间的角距离为 ，定义为

其中 O 为地心。

(i) 证明：沿直线穿过地幔的地震波到达 X 的时刻 （自地震发生后算起的传播时间）为

其中，对于 P 波， ；对于 S 波， 。

Δθ ≃
2(0.6 × 10−9)

(1.2 × 10−6)(0.19061)
= 5.246 × 10−3 rad.

.Δθ ≃ 5.2 × 10−3 rad ≃ 0.30∘

5.32 × 10−3 rad

1.4%

R Rc

Rc

VP VS

VCP , < VP

2θ

2θ = 角 EOX

t

t =
2R sin θ

v
, 当 θ > arccos [

Rc

R
],

v = vP v = vS
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(ii) 对于 X 的某些位置，地震 P 波在地幔与地核的界面处经过两次折射后到达观测者。画出这样的地

震 P 波的传播路径。求出 P 波的  与  之间的关系，其中  为地震 P 波在地幔与地核界面处的入

射角。

(iii) 利用以下数据

以及 (ii) 中得到的结果，画出  随  变化的图像。说明该图像的形状对于位于地球表面不同位置的观

测者有何物理意义。画出 P 波和 S 波的传播时间随  变化的示意图，范围为  度。

(iv) 一次地震后，某观测者测得 S 波比 P 波晚到达 2 分 11 秒。利用 (iii) 部分给出的数据，求出震

源与观测者之间的角距离。

(v) 上述测量中的观测者注意到，在 P 波和 S 波到达一段时间之后，地震仪又记录到两个信号，两者

的时间间隔为 6 分 37 秒。解释这一结果，并验证它确实与上一部分求得的角距离相符。

题目译自官方英文原文。

答案

(i) 直达波的传播时间为

等号对应相切射线的极限情形。原题印出的不等号方向相反。

(ii) 令 、 。射线的路径由三段直线组成，进入地核时向法线偏折，离

开地核时背离法线偏折。其绕地心扫过的角度之半为

通常有 ；若也考虑在对跖点之外出射的射线，则较小的角距离由下式给出

(iii) 直达 P 波和 S 波射线的终止位置为 。穿过地核的 P 波射线最早出现在

因此，P 波阴影区约为

而在  时，没有直达或穿过地核的 S 波到达。折射 P 波的传播时间分支在

 处相交；它们在对跖点的到达时间为  和 。完整的图像说明见

下文。

θ i i

R = 6370 km

RC = 3470 km

vCP = 10.85 km s−1

vS = 6.31 km s−1

vCP = 9.02 km s−1

θ i

θ 0 ≤ θ ≤ 90

, .t =
2R sin θ

v
0 ≤ θ ≤ arccos(Rc/R)

a = Rc/R b = vCP/vP

.Φ(i) =
π

2
+ i − arcsin(a sin i) − arcsin(b sin i)

θ = Φ

.θ = min{Φ,π − Φ}

θ = 56.99∘

.θmin = 75.58∘, imin = 55.02∘

,113.99∘ < 2θ < 151.15∘

2θ > 113.99∘

20.789 min 21.733 23.397 min
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(iv) 震源与观测者之间的角距离为

(v) 后到的信号是在地核边界处反射的 P 波和 S 波。计算得到它们在地震发生后的到达时间分

别为  和 ，因此

解答

我们采用对数值数据在物理上自洽的解读：

(iii) 部分的数据表把符号  印了两次；其中第一项  实为 。(i) 中印出的不等号方向也

相反，见 (i) 部分。

我们采用几何射线理论：射线在每个均匀区域内沿直线传播，折射遵循斯涅尔定律，反射遵循入射角等于

反射角的规律。忽略衍射、波型转换以及地球表面处的额外反射。

(i)

设  为弦  的中点。三角形  为直角三角形，且 。因此

所以，直达路径的长度和传播时间分别为

弦上距地心最近的点为 。因此，射线不进入地核的条件是

即

严格不等号对应完全位于地幔内的路径；等号对应相切的极限情形。对于更大的 ，弦穿过地核，因此仅

考虑地幔的公式不再描述实际射线。

(ii)

将射线进入和离开地核的点分别记为  和 。画出路径

其中  和  位于地幔内，  为地核的一条弦。画出沿径向的法线  和 。

设  为地核内相对于法线测量的折射角。由斯涅尔定律得

所以

.2θ ≈ 17.8∘

551.3 s 947.9 s

.Δtref = 396.65 s ≈ 6 min 37 s

vP = 10.85 km s−1, vS = 6.31 km s−1, vCP = 9.02 km s−1.

vCP 10.85 km s−1 vP

M EX OEM ∠EOM = θ

EM = R sin θ, OM = R cos θ.

EX = 2R sin θ, .t =
2R sin θ

v

M

R cos θ ≥ Rc,

.θ ≤ arccos(Rc/R)

θ

A B

E⟶ A⟶ B⟶ X,

EA BX AB OA OB

r

sin i

vP
=

sin r

vCP
,

r = arcsin(
vCP

vP
sin i).
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由于 ，有 ：射线进入地核时向法线偏折。根据对称性，射线在出口处的入射角为 ，并以

角度  出射进入地幔。

设 。在三角形  中，  点的内角为 。由正弦定理得

因此

由等腰三角形  得

因此，射线绕  扫过的总角度为

所以

当扫过的角度不大于  时， 。若射线在刚越过对跖点的位置出射，震源与观测者之间较小的角距离

为 ，从而

因此，所要求的图应画出一条对称的折线射线：两段地幔路径等长，地核内的弦为直线，并在入射边界处

标出角度  和 。

(iii)

无量纲比值为

因此

以弧度表示角度并求导，得

在端点处，

两个被减去的项均随  增大而减小，因此  递增且恰有一个零点。数值计算得

为得到相应的传播时间图像，任一段地幔路径的长度为

vCP < vP r < i r

i

α = ∠OEA EOA A π − i

sinα

Rc

=
sin i

R
,

α = arcsin(
Rc

R
sin i), ∠EOA = i − α.

AOB

∠AOB = π − 2r.

O

2Φ = 2(i − α) + π − 2r.

.Φ(i) =
π

2
+ i − arcsin(

Rc

R
sin i) − arcsin(

vCP

vP
sin i)

π θ = Φ

2π − 2Φ

.θ = min{Φ,π − Φ}

i r < i

a =
Rc

R
= 0.544741, b =

vCP

vP
= 0.831336.

Φ(i) =
π

2
+ i − arcsin(a sin i) − arcsin(b sin i).

dΦ

di
= 1 −

a cos i

√1 − a2 sin2 i
−

b cos i

√1 − b2 sin2 i
.

Φ′(0) = 1 − a − b = −0.376077, Φ′(π/2) = 1.

i Φ′

.imin = 55.017∘, Φmin = θmin = 75.577∘

ℓm = √R2 − R2
c sin2 i − Rc cos i.
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这一结果可通过将外半径和内半径投影到地幔中的射线上得到，该射线到  的垂直距离为 。

地核内弦的长度为

因此，穿过地核的 P 波传播时间为

以下各点给出了所要求的两个图像：

（度） 扫过角度之半 （度） 实际的 （度） 穿过地核的 P 波传播时间（min）

0 90.00 90.00 21.733

20 82.74 82.74 21.504

40 77.20 77.20 21.003

55.02 75.58 75.58 20.789

70 77.84 77.84 21.171

80 82.60 82.60 22.028

89.23 90.00 90.00 23.397

90 90.76 89.24 23.538

 随  变化的曲线从  开始，平滑下降至最小值，然后上升至 。绘制实际的较小角度  时，

应将最后一段在  处折回：  在  时达到 ，随后略微下降，在掠入射时降至

。

直达波的截止角为

因此，其物理意义如下：

当  时，直达 P 波和 S 波均能到达观测者。

当  时，直达 P 波射线和穿过地核的 P 波射线均不能到达观测者。这就是

P 波阴影区。

当  时，没有直达 S 波射线，液态地核也不传输 S 波射线。

在  处，两条折射 P 波路径合并。由于入射方向相近的射线在几乎相同的角距离处出

射，射线能量在此集中：这就是焦散。

在  的大部分范围内，两条折射 P 波路径产生两次不同的到达。

严格采用给定数值时，对跖点附近还会出现一个小的附加特征。当

第三条折射路径越过对跖点方向后到达观测者。在对跖点处，两个斜射分支的传播时间相等。

对于传播时间示意图，画出直达波分支

但仅限于  的范围。两条曲线均从原点出发，递增且向下弯曲；S 波曲线位于 P 波曲线

上方。它们的端点为

O Rc sin i

ℓc = 2Rc cos r = 2Rc
√1 − b2 sin2 i.

.T (i) =
2

vP
(

√R2 − R2
c sin2 i − Rc cos i) +

2Rc

vCP
√1 − b2 sin2 i

i Φ θ

Φ i 90∘ 90.7568∘ θ

90∘ θ i = 89.2322∘ 90∘

89.2432∘

θd = arccos(Rc/R) = 56.993∘.

0 ≤ θ < 56.993∘

56.993∘ < θ < 75.577∘

θ > 56.993∘

θ = 75.577∘

75.577∘ < θ < 90∘

89.2432∘ < θ < 90∘,

tP ,dir = 1174.19 sin θ s, tS,dir = 2019.02 sin θ s,

0 ≤ θ ≤ 56.993∘
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穿过地核的 P 波的两个主要分支共同起始于

并向  方向上升。它们在相交处具有共同的切线，因为求导得

 较小的分支到达较早，并在对跖点处变为水平，此时射线沿直径传播：

另一个主要分支在该处达到 。短小的第三个分支从  处的  下降至

 处的 。

若示意图还要包括 (v) 部分讨论的较晚到达的反射波，则还应画出

这些曲线从  处开始上升，P 波的起始值为 ，S 波为 ，并在  处分别与对

应的直达波曲线相切。

(iv)

直达 P 波和 S 波的路径长度相同，因此它们的到达时间差为

这里

因此

于是

由于 ，路径仅通过地幔的假设是自洽的。

两种波各自的到达时间为

(v)

地核边界能够反射 P 波和 S 波的能量。这些反射波在地幔中沿更长的路径传播，因此到达较晚。

设  为地核边界上的反射点，位于  较近一侧的径向角平分线上。传播路径为

关于  的反射对称性使入射角与反射角相等，且 。由于 ，由余弦定理得

tP ,dir(θd) = 984.68 s = 16.411 min,

tS,dir(θd) = 1693.16 s = 28.219 min.

(θ,T ) = (75.577∘, 20.789 min)

90∘

dT

di
=

2Rc sin i

vP

dΦ

di
,

dT

dΦ
=

2Rc sin i

vP
.

i

T (0) =
2(R − Rc)

vP
+

2Rc

vCP
= 21.733 min.

23.397 min θ = 89.243∘ 23.538 min

90∘ 23.397 min

tv,ref(θ) =
2

v
√R2 + R2

c − 2RRc cos θ, 0 ≤ θ ≤ θd.

θ = 0 8.909 min 15.320 min θd

Δt = 2R sin θ(
1

vS
−

1

vP
).

Δt = 2(60) + 11 = 131 s.

sin θ =
131

2(6370) ( 1
6.31 − 1

10.85 )
=

131

844.8239
= 0.1551.

θ = 8.9204∘, .2θ = 17.8408∘ ≈ 17.8∘

θ < θd

tP ,dir = 182.07 s, tS,dir = 313.07 s.

C ∠EOX

E⟶ C⟶ X.

OC EC = CX ∠EOC = θ

EC 2 = R2 + R2
c − 2RRc cos θ.
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因此，反射路径的长度为

当  时，

因此，反射波的到达时间为

两者均晚于直达 S 波在  时的到达，符合要求。

它们的时间间隔为

四舍五入到整秒，得到

这验证了上述解释以及 (iv) 部分求得的角距离。

解答已与官方解答核对。本解答与官方解答不同之处，均为官方解答中的错误或印刷错误。

题目 3：弹簧连接的质点的简正模（环与链）

三个质量均为  的质点处于平衡状态，由未伸长的无质量弹簧连接，每根弹簧的胡克定律劲度系数

均为 。它们被约束在圆形路径上运动，如图 3.1 所示。

图 3.1

(i) 若各质点分别偏离平衡位置一个微小位移 、  和 ，写出每个质点的运动方程。

(ii) 验证该系统具有如下形式的简谐解

Lref = 2√R2 + R2
c − 2RRc cos θ.

θ = 8.9204∘

Lref = 5981.54 km.

tP ,ref =
5981.54

10.85
= 551.29 s,

tS,ref =
5981.54

6.31
= 947.95 s.

313.07 s

Δtref = Lref (
1

vS
−

1

vP
)

= 396.65 s

= 6 min 36.65 s.

,Δtref = 6 min 37 s

m

k

u1 u2 u3

un = an cosωt,
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其加速度为 ，其中  为恒定振幅，角频率  可以取以下 3 个值，

(iii) 将弹簧与质点交替排列的系统扩展到  个质点，每个质量为  的质点都通过弹簧与其相邻质点

相连。初始时，弹簧均未伸长，系统处于平衡状态。当各质点偏离平衡位置时，用第  个质点

 及其相邻质点的位移写出该质点的运动方程。

是振动解，其中 、 ，  为任意相位，条件是角频率满足

其中  是与  无关的恒定振幅。

指出包含无穷多个质点的链所允许的频率范围。

(iv) 对于较大的 ，求比值

在以下两种情况下的值：

(a) 低频解

(b) ，其中  为解的最大频率。

对于情况 (a) 和 (b)，画出典型示意图，表示时刻  各质点的位移随沿链的质点编号的变化。

(v) 若将其中一个质点替换为质量为  的质点，估计角频率分布可能发生的任何重大变化。

根据上述结果，定性描述质量为  和  的质点交替排列的双原子链预期具有的频谱形式。

提示

题目译自官方英文原文。

答案

(i)

(−ω2un) an (n = 1, 2, 3) ω

ωo√3, ωo√3 和 0. 其中 ω2
o =

k

m
.

N m

n

(n = 1, 2.. .N)

un(t) = as sin(
2nsπ

N
+ ϕ) cosωst,

s = 1, 2, …N n = 1, 2, …N ϕ

ωs = 2ωo sin(
sπ

N
),

as (s = 1, . . . . . .N) n

N

un/un+1

ω = ωmax ωmax

t

m′ ≪ m

m m′

sin(A + B) = sinA cosB + cosA sinB

sinA + sinB = 2 sin(
A + B

2
) cos(

A − B

2
)

2 sin2 A = 1 − cos 2A

mü1 = k(u2 + u3 − 2u1),

mü2 = k(u3 + u1 − 2u2),
mü3 = k(u1 + u2 − 2u3).
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(ii)

非零频率对应两个满足  的独立模。零频模满足 。

(iii)

对于无限长链，

用普通频率表示， 。

(iv)

(a) 远离位移波节处， 。图像是在各质点位置对一条缓慢变化的正弦曲线取样

得到的。

(b) 在频带上边缘处， 。位移在大小相等的正值与负值之间交替。对于偶数

，这一结果精确成立；对于奇数个质点组成的环，当  很大时，局部趋近于这一行为。

(v) 单个轻质点会产生一个集中在该质点上的高频模：

交替链具有声学频带和光学频带，两者之间存在禁带。对于 ，它们精确的极限范围为

解答

(i)

所有位移均沿环的同一方向以弧长度量。在小位移近似下，弹簧的伸长量等于其两端的位移之差。因此，

根据胡克定律，切向回复力与该位移差成正比。约束力没有切向分量。

对于质点 1，两根弹簧施加的力分别为  和 。由牛顿第二定律得

对质点 2 和 3 作同样的推理，得到

ω = √

3k

m
, √

3k

m
, 0.

a1 + a2 + a3 = 0 a1 = a2 = a3

mün = k(un+1 + un−1 − 2un), un+N = un,

ωs = 2√
k

m
sin(

sπ

N
).

0 ≤ ω ≤ 2√
k

m
.

0 ≤ f ≤ √k/m/π

un/un+1 ≃ +1

un/un+1 = −1

N N

ωdefect ≃ √

2k

m′ ≫ 2√
k

m
.

m′ < m

声学： 0 ≤ ω ≤ √

2k

m
,

光学： √

2k

m′
≤ ω ≤ √2k(

1

m
+

1

m′
).

k(u2 − u1) k(u3 − u1)

mü1 = k(u2 − u1) + k(u3 − u1).
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(ii)

代入 ，于是 。定义

各方程变为

将三个方程相加，得到

有两种可能。

若 ，则各方程要求

所有质点移动的弧长相同，因此所有弹簧的长度均不变。于是

这就是刚体转动模。严格来说，它不是振动：其一般运动为 。题设的余弦形式

表示其静态位移的情况。

若 ，则 ，而非零振幅要求

因此

条件  留下两个独立振幅。例如，两个独立的振型为

因此，三个简正模的频率为

其中非零频率出现两次。

(iii)

质点  所受的力为

因此

环形结构要求满足周期性边界条件，

令

mü1 = k(u2 + u3 − 2u1),

mü2 = k(u3 + u1 − 2u2),
mü3 = k(u1 + u2 − 2u3).

un = an cosωt ün = −ω2un

λ =
ω2

ω2
o

, ω2
o =

k

m
, S = a1 + a2 + a3.

λan = 3an − S.

λS = 0.

λ = 0

a1 = a2 = a3.

ω = 0.

u1 = u2 = u3 = A + Bt

λ ≠ 0 S = 0

λ = 3.

ω = √3ωo = √

3k

m
.

a1 + a2 + a3 = 0

(a1, a2, a3) ∝ (1, −1, 0), (a1, a2, a3) ∝ (1, 1, −2).

√3ωo, √3ωo, 0,

n

k(un+1 − un) 和 − k(un − un−1).

mün = k(un+1 + un−1 − 2un).

u0 = uN , uN+1 = u1.
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由于 ，此表达式满足周期性。利用题给的和差化积恒等式，

因此，运动方程变为

对于非平凡模，

由于在给定范围  内有 ，

当链变为无限长时，允许的波数变为连续值。正弦因子可以取零与一之间的所有值，因此

零频率是对应整体刚性位移的端点；真正的振动满足 。由于 ，

当  和  采用国际单位制数值时，角频率的单位为 ，普通频率的单位为 。

(iv)

在分母非零的时刻和位置，公共的时间因子可以约去：

同一表达式也直接适用于模态振幅之比。

(a) 低频

选取接近零的  的代表值。于是

因此低频意味着 。令 ，

因此，远离波节处，

相邻质点的位移几乎相等，运动近似同相。在波节附近，位移本身很小，因此其比值不一定接近一。

q =
2πs

N
, un = as sin(nq + ϕ) cosωst.

Nq = 2πs

un+1 + un−1 = as[sin(nq + ϕ + q) + sin(nq + ϕ − q)] cosωst

= 2 cos q un.

−mω2
sun = 2k(cos q − 1)un = −4k sin2

(

q

2
)un.

ω2
s = 4

k

m
sin2

(

πs

N
).

s = 1, … ,N sin(πs/N) ≥ 0

ωs = 2ωo sin(
πs

N
).

0 ≤ ω ≤ 2ωo = 2√
k

m
.

ω > 0 f = ω/(2π)

0 ≤ f ≤
1

π
√

k

m
.

k m rad s−1 Hz

un

un+1
=

sin(nq + ϕ)

sin(nq + ϕ + q)
.

q

ω = 2ωo sin
q

2
≃ ωo|q|,

∣ ∣

|q| ≪ 1 θ = nq + ϕ

un

un+1
=

1

cos q + cot θ sin q
≃ 1 − q cot θ.

un

un+1
≃ +1.
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对于题目要求的示意图，画出一条以质点间距为单位、波长为  的正弦曲线，并在整数质点编号处

标出其值。一个代表性的位移分布为

其关键位置的值为：

相邻波节之间有许多质点，相邻点的高度通常非常接近。

(b) 最大频率

在频带上边缘处， ，因此

位移为

因此，

每一对相邻质点都以相等的振幅沿相反方向运动。

示意图由交替位于  和  处的点组成：

空间周期为两个质点间距。若为便于观察而将相邻点连接起来，就会形成锯齿状折线。

这一模式恰好适用于偶数个质点组成的环。对于有限的奇数 ，最大的允许波数为 ，并且

其位移分布的符号交替变化，并具有缓慢变化的包络。当  很大时，远离包络波节处的相邻位移之比近

似为 。

(v)

先只将一个质点替换为 。这个轻质点的快速振动只会使相邻的重质点产生相对较小的运动。在最

低阶近似下，将这些相邻质点视为固定不动。

将轻质点移动 ，每根弹簧都会产生回复力 。因此

得到

相对于原来的频带上边缘，

L ≫ 1

un = C(t) sin(
2π(n − n0)

L
).

n − n0 0 L/4 L/2 3L/4 L

un/C(t) 0 +1 0 −1 0

q = π

ωmax = 2ωo.

un = as sin(nπ + ϕ) cosωmaxt = (−1)nas sinϕ cosωmaxt.

un+1 = −un,
un

un+1
= −1.

+C(t) −C(t)

n − n0 0 1 2 3 4

un/C(t) +1 −1 +1 −1 +1

N π ± π/N

ωmax = 2ωo cos(
π

2N
).

N

−1

m′ ≪ m

x −kx

m′ẍ ≃ −2kx,

ωdefect ≃ √

2k

m′
.
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这一近似是自洽的。对于振幅为  的相邻重质点，高频下的主导平衡关系为

所以

它的运动幅度很小，且方向与轻质点相反。更远处的运动幅度还要小：这个高频模局域在缺陷附近。

因此，有一个模的频率移至远高于原频带的位置。其他频率受到扰动，但仍保持在  的量级；在无

限长链中，扩展模的频带仍为 。零频率的整体刚性位移模也仍然存在。

对于交替链，重复排列的轻质点产生一整条高频带。频谱分为：

声学频带，包含低频集体运动。在长波长下，相邻的重质点与轻质点近似一起运动。

光学频带，其中轻质点快速振动，而重质点的运动幅度小得多。在长波长下，两类质点沿相反方向

运动。

频带边缘可以直接推导。令  为第  个重质点的位移，  为位于  与  之间的轻质点的位移。则

对于每经过一个含两个质点的原胞相位就改变  的模，取

振幅方程为

存在非零解要求

即

它的两个根为

当  从  增大到  时，较小的根增大，较大的根减小。因此，对于 ，它们的范围为

和

ωdefect

2ωo

≃ √

m

2m′
≫ 1.

u1

−mω2
defectu1 ≃ kx,

u1

x
≃ −

m′

2m
.

√k/m

0 ≤ ω ≤ 2ωo

xj j yj xj xj+1

mẍj = k(yj−1 + yj − 2xj),

m′ÿj = k(xj + xj+1 − 2yj).

Q

xj = X cos(jQ + ϕ) cosωt,

yj = Y cos ((j + 1
2 )Q + ϕ) cosωt.

(2k − mω2)X = 2k cos(Q/2)Y ,

(2k − m′ω2)Y = 2k cos(Q/2)X.

(2k − mω2)(2k − m′ω2) = 4k2 cos2(Q/2),

mm′ω4 − 2k(m + m′)ω2 + 4k2 sin2(Q/2) = 0.

ω2
± = k(

1

m
+

1

m′ ) ± k√(

1

m
+

1

m′ )

2

−
4

mm′ sin2(Q/2).

|Q| 0 π m′ < m

0 ≤ ω− ≤ √

2k

m
,
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在以下禁带内不存在任何模

对于 ，光学频带的宽度相对于其约为  的高频率很窄，且与声学频带相隔很远。有限周

期链在这些频带内具有离散频率；在无限长链的极限下，这些频率变为连续分布。

解答已与官方解答核对。

√

2k

m′
≤ ω+ ≤ √2k(

1

m
+

1

m′
).

√

2k

m
< ω < √

2k

m′
.

m′ ≪ m √2k/m′
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