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Soru 1: iki yarik ve bir kirinim ag: genliklerin vektérel toplami

[
Figure 1.1
p— D PR

Sekil 1.1

Dalga boyu A ve frekansi f olan diizlem, tek renkli bir isik dalgasi, Sekil 1.1'de gosterildigi gibi
aralarinda d uzakhgi bulunan 6zdes iki dar yariga dik olarak gelmektedir. Her bir yariktan ¢ikan isik
dalgasi, 6 dogrultusunda x uzaklikta ve t aninda

y = acos[2n(ft —x /)]

ile verilir; burada a genligi her iki dalga icin aynidir. (z'in d'den gok daha biiyiik oldugunu
varsayin.)

(i) Yariklara dik dogrultuyla 6 agisi yapan bir dogrultuda gézlenen iki dalganin bileske genligi A'nin,
her birinin buyuklugu a olan ve dogrultusu ilgili 1sik dalgasinin faziyla belirlenen iki vektorin
toplanmasiyla elde edilebilecedini gosterin.

Vektor diyagramindan geometrik olarak

A =2acosf
oldugunu dogrulayin; burada
7y
= —dsinf
p A

(i) Cift yarigin yerine, komsu yariklari arasindaki uzaklik d olan, esit araliklarla yerlestirilmis N
yariktan olusan bir kirnim agi konuluyor. Genlikleri vektorel olarak toplama yontemini kullanarak,
her birinin blyUkligi a olan genlik vektorlerinin, koseleri yarigapl R

- a

~ 2sing’
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ile verilen bir cember Uzerinde bulunan diizglin bir gokgenin bir pargasini olusturdugunu gosterin.
Bileske genligin
asin N3
sin 8
oldugunu cikarin ve bileskenin, agin kenarindaki yariktan gelen isiga gore faz farkini elde edin.

(iii) Ayni grafikte sin N3 ve (1/ sin ) fonksiyonlarinin 8'ya bagl degisimini kabaca gizin. Ayri bir
grafikte bileske dalganin siddetinin 8'ya bagl olarak nasil degistigini gosterin.

(iv) Ana siddet maksimumlarinin siddetlerini belirleyin.

(%)

(vi) 6\ < X olmak lzere, A ve X + ) dalga boylarinin olusturdugu ana maksimumlar arasindaki
acisal ayrimin

(v) Ana maksimumlarin sayisinin

degerini agsamayacagdini gosterin.

B nA
"~ dcos#

ile verildigini gosterin. Asagidaki degerler i¢in sodyum D cizgilerinin bu agisal ayrimini hesaplayin:

A=589.0nm, A+AX=589.6nm, n=2, ved=12x10%m.

hatirlatma: cos A + cos B = 2 cos (A;B) . coS (A—B)]

A6 buradan =0, =1, +2...vb.

2

Soru metni resmi ingilizce metinden gevrilmistir.

Cevaplar

Yalnizca tek bir yariktan gelen isigin siddeti I; olsun ve
7d sin 0
,3 = T
isaretli genlik katsayisi As ile gdsterilir; bunun mutlak degeri fiziksel genliktir.

e (i) Faz farki 23 oldugundan

As = 2acos f3, A = 2alcos ).

Basili metindeki cos 6 ifadesi cos B olmalidir.

o (ii)

sin N
sinf -

R:2Sinﬁ (0 < B<m), As=a

Genel olarak R = a/(2| sin f|) olur. Yarik fazlari 23 kadar artiyorsa, yukaridaki isaretli
katsayi kullanildiginda bileskenin ilk kenar yarigina gore fazi (N = 1),3‘d|r. Pozitif genlik
kullanildiginda, bu katsayinin negatif oldugu her yerde faza 7 eklenir. 8 = mm oldugunda
fiziksel genlik Na'dir.
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asimptotlari vardir. Siddet

e (iii) sin N8'nin genligi 1, periyodu 27t/ N'dir; 1/ sin 8'nin 8 = mm noktalarinda disey

18) = 1

sin N 2
sin B ) '

e (iv)

ile verilir. Cift bir fonksiyondur ve periyodu 7'dir; ana tepeleri mm noktalarindadir. Ardisik
ana tepeler arasinda N — 1 sifir ve N — 2 ikincil maksimum bulunur.

I

1%

2 .
rincipall — 4V 141, dsin 0 = nA.

e (v) Ylzeye teget mertebeler sinir dogrultulari olarak sayildiginda,

d 2d
M=2|— 1< — +1.
M 12y
¢ (vi) Birinci mertebeden yaklasimla,
nA\
Af ~ .
dcos @

mertebede,

Acisal ayrim, bu isaretli kaymanin buyukligudur. Verilen sodyum gizgileri i¢in ikinci

AB ~ 5.2 x 10 3rad ~ 0.30°.

3
Cozum

()

Dik gelme durumunda, gelen dalganin fazi her iki yarikta aynidir. Yariklardan ¢ikan dalgalar esevrelidir;

dolayisiyla anlik yer degistirmeleri toplanir.

Uzak alanda, gozlem noktasina ulasan isinlar pratik olarak paraleldir. Bu nedenle iki yol uzunlugu

arasindaki fark

Az = dsinf.

olur. Dolayislyla faz farkinin biyikliga

o=

2nAzx B 2mrd sin 6 B

28.

A

olur.

A

Referans yarigini, diger dalga faz bakimindan 23 kadar ileride olacak sekilde secelim. Referans fazini ¥

ile gosterirsek iki dalga

Yo = acosy, y1 = acos(¢ + 20).

seklindedir. Verilen 6zdeslikten

Yo + y1 = 2acos Bcos(¢ + B).

elde edilir.
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Bunu geometrik olarak yorumlamak i¢in her dalgayi, uzunlugu a olan ve yon agisi dalganin fazina esit
olan bir vektorle temsil edelim. Bu vektorlin sabit bir eksen Uzerindeki izdlsumu, dalganin anlik yer
degistirmesidir. Her iki vektor de aralarindaki 23 agisal ayrimi koruyarak 27 f acisal hiziyla déner.
isz§iijer toplandigindan, vektorel toplamlari bileske dalgayi temsil eder.

Vektor diyagrami igin iki oku ortak bir baglangi¢ noktasindan, aralarindaki faz agisinin agiortayiyla — 3 ve
+f acllari yapacak sekilde cizelim. Bu agiortaya dik bilesenleri birbirini gétiirir; agiortay boyunca olan
bilesenleri ise toplanir:

A, = acos 8+ acos 3 = 2acospf.

Boylece

A = 2a|cosf||

Negatif bir isaretli katsayi, yalnizca bilegke vektorin yonunin tersine donmesini ya da 7 kadar ek bir fazi
temsil eder.

Dolayislyla basili genlik formilindeki 6, 3 ile degistiriimelidir.

(ii)

Ayni uzak alan yaklagsimini, ag boyunca genlik degisimini ve dalga cephesinin egriligini ihmal ederek tim
aga uygulayalim. Yariklari bir kenardan baslayarak, fazlari

U, Y+28, ..., Y+ 2(N—1)8.
olacak sekilde numaralandiralim.

N genlik vektoriinii ug uca gizelim. Her vektoriin uzunlugu a'dir ve her biri bir 6ncekine gére ayni 25
acisi kadar doner. Dolayisiyla ug noktalari, bir cember Uzerinde esit kirigslerden olusan bir gokgen zinciri
olusturur.

Diyagramda ardisik ug noktalari Py, P4, ..., Pn, gemberin merkezini ise O ile gosterelim. Her P;Pji1
kenarinin uzunlugu a'dir ve goérdigl yonli merkez agi 23'dir. Karsilik gelen ikizkenar tggeni iki es
parcaya bolersek, 0 < 8 < 7 igin

%:Rsinﬁ.

elde edilir. Buradan

~a
~ 2sinf |

elde edilir. Herhangi bir 3 igin pozitif yarigap a /(2| sin 8|)'dir. Zincirin N vektérden sonra kapanmasi
gerekmez.

Bileske vektor dogrudan Py'dan Py 'ye uzanir. Bu ug noktalar arasindaki toplam yonlii merkez agi 2N 3
oldugundan, bileskenin uzunlugu
sin N3

sinfB |

Ay =2R|sinNf| =a

olur. Bdylece istenen isaretli katsayi

sin N3

A, =
¢ sin 8
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olur.

Faz, kirislerin dogrultularindan bulunur. ilk kiiciik kirisin orta noktasindan gecen yaricapin acgisal konumu
B iken, bileske kirigin orta noktasindan gecen yarigcapin agisal konumu N B'dir. Her Kirig, orta
noktasindan gegen yarigapa dik oldugundan, aralarindaki agisal fark

NB—p=(N-1)8,
olur; bileskenin yonu tersine donebilir.
Esdeder olarak, bileske dalganin tam ifadesi
sin N3
sin 3

seklindedir. Dolayisiyla secilen kenar kabullyle, isaretli katsayi korundugunda bu kenar yarigina gore faz

Ytot = A cos[t) + (N — 1)4].

(N — 1)B'dir. Negatif olmayan bir genlik kullanildiginda ise
{(N —1)8, sin N3/ sin 8 > 0,

= (N—-1)+m,, sinNp/sinp <0,

( mod 2).

olur. Karsi kenarin referans alinmasi, badil fazin isaretini 2 modiiliinde tersine cevirir. Bileske sifir
oldugunda faz tanimsizdir.

B = mm oldugunda komsu fazlar arasindaki fark 2m'dir. Tim vektorler ayni yonii gosterir; boylece
AN = Na olur ve badil faz 2 modiiliinde sifirdir. Bu durumda gemberin yaricapi limitte sonsuza gider.

(iii)

Zaman ortalamali siddet, fiziksel genligin karesiyle orantilidir. Tek yarigin genligi a oldugundan,
I A%
Il n a2 ’

ve dolayisiyla

I(B) (sinNﬁ)2
I N Sin,B ‘

ilk grafik icin ortak bir yatay /3 ekseni ve diisey fonksiyon degeri ekseni kullanin:

e sin N, —1ile +1 arasinda 27/ N periyoduyla salinir. Sifirlari 8 = kn/ N noktalarindadir;
ekstremumlari ise 8 = (2k + 1)7/(2N) noktalarinda olusur ve degerleri (—1)*'dir.

e 1/sin B'nin periyodu 27'dir, sifir yoktur ve 8 = mm noktalarinda diisey asimptotlari vardir. 0 ile
7 arasinda, +-0o'den bagslayarak 7r/2'deki minimum dederi olan 1'e diiser, ardindan +o0'ye
yukselir. 7 ile 27 arasindaki bir sonraki kol negatiftir; 37m/2'de —1'e ulasir ve her iki ugta —oo'ye
yaklasir. Bu kollar tekrarlanir.

Sinuslin carpmaya gore tersi mm noktalarinda iraksasa da, sin IV 3 ile carpiminin biiykIigi sonlu olan
N limitine sahiptir.

Siddet grafigi icin I/I'i gizin. Baglica 6zellikleri sunlardir:

Konum /5
B=mm N?
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Konum I/
B=mn+rn/N, r=1,...,N—1 0
B =mm+ /2, N gift 0
B =mm+ /2, N tek 1

Egri negatif deder almaz, cift bir fonksiyondur ve 7 periyoduyla tekrarlanir. Her ana tepe 8 = mn'ye
gore simetriktir. Ona en yakin sifirlar

ﬂ:mﬂ'il,

N

noktalarinda oldugundan, bu sifirlar arasindaki genisligi 27r/N'dir.

Komsu ana tepeler arasinda N — 1 sifir bulunur; ardisik sifirlar arasinda da N — 2 daha kiiguk ikincil
tepe vardir. Bunlarin tam konumlari,

N cot(NB) = cot B,

denklemini saglar; bu denklem, siddetin sifirlarindan uzakta tiirevi alinarak elde edilir. Asimptotlardan
uzakta egri,
I,

I= .
sin?

zarfinin altinda kalir.
(iv)

Uzunluklari @ olan IV vektoriin mimkiin olan en biiylk bileskesinin uzunlugu Na'dir. Bu durum, tiim
vektorler ayni yonu gosterdiginde gergeklesir:

283 = 2nm.
Dolayisiyla ana maksimumlar
f=nr = [dsinf=n)]
kosulunu saglar.
Bu dogrultularda,
Ay = Na,

oldugundan

2
Iprincipal = N-°I 1]

Verilen esit genlikli modelde, tim ana maksimumlar bu siddete sahiptir.

Ayni sonug limit alinarak da elde edilir:

1m "
B—nm  SIN /8

bu ifadenin karesi N 2'dir.

(v)

n. mertebeden bir ana maksimum igin
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olmalidir. [sin f| < 1 oldugundan,

Dolayisiyla izin verilen tam sayl mertebeler

14 = -l

arasinda degisir. Sifirinci mertebe de sayildiginda

d
M=2|— 1.
elde edilir. |u] < u oldugundan,
2d
M< — +1|
=7 +

Bu sayim, tam olarak ylizeye tedet olan @ = +90° dogrultularindaki mertebeleri de sinir dogrultular
olarak igerir. Bu dogrultularin disarida birakilmasi saylyi yalnizca azaltabilir.

(vi)

iki dalga boyu icin ayni n mertebesindeki ana maksimumlari ele alalim. AX = ) yazarsak bunlarin
kirinim agi denklemleri

dsinf = nA,
dsin(f + Af) = n(\ + AN).
olur.
Radyan cinsinden olgilen ki¢lk bir agisal kayma igin,
sin(f + Af) ~ sin 6 + Afcos6.
Birinci kirlnim agi denklemini ikinciden ¢ikarirsak

dcosO Af ~ nAM,

ve buradan

IN |
dcos@

elde edilir. Bu, mevcut olan ve yiizeye teget olmayan maksimumlar igin birinci mertebeden bir sonugtur.
Negatif n igin isaretli kayma negatiftir; agisal ayrim bunun mutlak degeridir. Sifirinci mertebe
maksimumlari ¢akisir.
Sodyum cizgileri igin,
AX = (589.6 — 589.0) nm = 0.6 x 10~ m.

A = 589.0 nm igin ikinci mertebede,
2(589.0 x 10_9)

1.2 x10°°

sinf = = 0.9816667,

oldugundan
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0 ~ 79.01°, cosf ~ 0.19061.
Dolayisiyla,
2(0.6 x 107?)

~ = 5.246 x 10 > rad.
(1.2 x 107%)(0.19061)

Ad

Uygun bir hassasiyetle,

Af ~ 5.2 x 10 3rad ~ 0.30°|.

Sayisal bir kontrol olarak, agilim yapilmamis kirinim agi denkleminden elde edilen iki agi birbirinden
cikarildiginda 5.32 x 103 rad bulunur; bu, birinci mertebeden tahminden yaklasik 1.4% daha
buyuktar.

Cozum, resmi ¢ozuimle karsilastirilarak kontrol edildi. Bu ¢oziimin resmi ¢oziimden ayrildigi yerlerde resmi ¢ozimde bir hata
ya da baski hatasi vardir.

Soru 2: Sismik dalgalar ve Diinya'nin sivi ¢ekirdegi

[

2. Bu ylizyilin basglarinda, Dlinya'nin yarigapi R olan ve R, yaricapina kadar homojen, izotrop
kati bir mantodan olusan bir kiire olarak kabul edildigi bir model onerildi. R, yarigapinin
icinde kalan ¢ekirdek bolgesi bir sivi igceriyordu.

E X

N/

Sekil 2.1

Sirasiyla P ve S dalgalari olarak adlandirilan boyuna ve enine sismik dalgalarin hizlari manto icinde
sabittir ve Vp ile Vg'dir. Cekirdekte boyuna dalgalarin hizi sabit olup Vop, < Vp'dir ve enine
dalgalar yayilmaz.

Dunya yuzeyindeki E noktasinda meydana gelen bir deprem, Dunya'nin icinden gegen ve
sismometresini Dunya ylzeyindeki herhangi bir X noktasina yerlestirebilen bir ylizey gozlemcisi
tarafindan gézlenen sismik dalgalar tretir. E ile X arasindaki agisal uzaklik 26,

20 = Act EOX

ile verilir; burada O, Diinya'nin merkezidir.
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(i) Manto icinde dogrusal bir yol boyunca ilerleyen sismik dalgalarin X'e ulagma zamani ¢'nin

(depremden sonraki yayillma suresinin)
2R sin 0 R.
t= ——, kosuluyla @ > arccos | — |,
v R
ile verildigini gosteriniz; burada P dalgalari igin v = vp, S dalgalari igin ise v = vg'dir.

(i) X'in bazi konumlarinda sismik P dalgalari, manto—¢ekirdek ara yuzinde iki kez kirildiktan sonra
gobzlemciye ulasir. Boyle bir sismik P dalgasinin izledigi yolu giziniz. P dalgalari igin @ ile sismik P
dalgasinin manto-cgekirdek ara yliziine gelme agisi ¢ arasinda bir bagdinti elde ediniz.

(iii) Asagidaki verileri

R = 6370 km

Ry, = 3470 km
vep = 10.85kms!
vs = 6.31kms!
vep = 9.02kms!

ve (ii)'de elde edilen sonucu kullanarak 6'nin i'ye gore grafigini giziniz. Bu grafigin bigiminin,
Dunya yuzeyinin farklh noktalarinda bulunan gézlemciler agisindan fiziksel sonuglarini yorumlayiniz.
P ve S dalgalarinin yayilma siirelerinin 8'ya bagl degisimini 0 < 8 < 90 derece araliginda kabaca
giziniz.

(iv) Bir depremden sonra bir gozlemci, P dalgasini izleyen S dalgasinin varigi arasindaki zaman
farkini 2 dakika 11 saniye olarak olger. Bolum (iii)'te verilen verileri kullanarak depremin gozlemciye
olan agisal uzakhgini bulunuz.

(v) Onceki 8lgiimii yapan gozlemci, P ve S dalgalarinin varisindan bir siire sonra sismometrede
aralarinda 6 dakika 37 saniyelik zaman farki bulunan iki kayit daha oldugunu fark eder. Bu sonucu
agiklayiniz ve bunun gergekten de dnceki bélimde belirlenen agisal uzaklikla iligkili oldugunu
dogrulayiniz.

Soru metni resmi ingilizce metinden gevrilmistir.

Cevaplar

¢ (i) Dogrudan gelen dalganin yayilma siiresi

‘o 2Rsin6
N v

' 0 < 0 < arccos(R.:/R)|.

Esitlik, sinir durumundaki teget isini tanimlar. Basili metindeki esitsizlik ters yondedir.
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e (ii)a=R./R,b=vcp/vp olsun. Isin, gcekirdege girerken normale yaklasarak, gikarken ise
normalden uzaklasarak kirilir ve Gi¢ dogru pargasindan olusan bir yol izler. Merkez
cevresinde taradigi aginin yarisi

®(7) = g + ¢ — arcsin(asin¢) — arcsin(bsini) |.

Olagan durumda 6 = ®'dir; karsit noktanin 6tesinden gikan isinlar da hesaba katildiginda,
kuclk acisal uzaklk

6 = min{®, 7 — ®}|

ile verilir.

e (iii) Dogrudan gelen P ve S iginlari 8 = 56.99°'de sona erer. Cekirdekten gegen P iginlari ilk
kez

Ooin = 75.58%,  inm = 55.02°|

degerlerinde ortaya ¢ikar. Dolayisiyla P dalgasinin golge bolgesi yaklasik olarak

[113.99° < 260 < 151.15°|,

araligidir; buna karsilik 260 > 113.99° icin dogrudan gelen veya ¢ekirdekten gegen higbir S
dalgasi ulagsmaz. Kirilan P dalgalarinin yayilma stiresi dallari 20.789 min'de birlesir; karsit
noktaya varis sireleri 21.733 ve 23.397 min'dir. Grafiklerin tam agiklamalari agsagida
verilmistir.

e (iv) Deprem ile gozlemci arasindaki agisal uzaklik

20~ 178°]

e (v) Daha sonra gelen sinyaller, cekirdek sinirinda yansiyan P ve S dalgalaridir. Hesaplanan
varig zamanlari depremden sonra 551.3 s ve 947.9 s olup aralarindaki fark

Atref = 396.65 s ~ 6 min 37 s|.

\
Cozum

Sayisal verilerin fiziksel agidan tutarli yorumunu kullaniyoruz:

vp = 10.85 kms?, vs =6.31kms ™!, vep = 9.02kms ™.

(i) kismindaki veri tablosunda v p etiketi iki kez basiimistir; bu etiketli ilk satirdaki 10.85 km s 1
degeri vp hizidir. (i) kismindaki basili esitsizlik de ters yondedir; (i) kismina bakiniz.

Geometrik 1sin kuramini kullaniyoruz: isinlar her homojen bdlge i¢inde dogrusal ilerler, kiriima Snell
yasasina uyar ve yansimada gelme acisi ile yansima agisi esittir. Kirnim, mod dontsimu ve Dunya
yluzeyindeki ek yansimalar ihmal edilir.

(i)
M, EX kiriginin orta noktasi olsun. OEM (ggeni dik tiggendir ve ZEOM = 6'dir. Dolayisiyla
EM = Rsin#), OM = Rcos?#.

Boylece dogrudan yolun uzunlugu ve yayilma slresi

eulersolve.org/ipho/1986/ 10/22



2Rsin6
t=——|

EX = 2Rsin#, ”

Kirisin merkeze en yakin noktasi M 'dir. Bu nedenle i1sin, ancak
Rcosf > R,

yani

6 < arccos(R./R)|

oldugunda ¢ekirdege girmez. Kesin esitsizlik, bitliniyle manto i¢inde kalan bir yol verir; esitlik ise teget
sinir durumudur. Daha blyuk 6 degerlerinde kiris gekirdegi keser; dolayisiyla yalnizca mantoda ilerleme
icin gecerli olan formul artik gercek 1sini tanimlamaz.

(ii)
Cekirdege giris ve gekirdekten ¢ikis noktalarini A ve B ile gosterelim.
F—A—B— X,

yolunu, EA ve BX manto iginde, AB ise ¢ekirdedin bir kirisi olacak sekilde ¢iziniz. Radyal normaller
OA ve OBYyi giziniz.

r, gekirdek igindeki, normalden dlcilen kirilma agisi olsun. Snell yasasi

sin ¢ sinr

)
vp vcp

) Ucp . .
7 = arcsin sin? |.
Up

vop < vp oldugundan r < 2'dir: 1sin ¢ekirdege girerken normale dogru bukdulir. Simetri geredi,

bagintisini verir; buradan

cikistaki gelme agisi 7'dir ve mantoya ¢ agisiyla gikar.

a = ZOFEA olsun. EOA iiggeninde A kosesindeki agl  — 4'dir. Siniis teoremi

sin o sin ¢

R, R’

bagintisini verir; dolayisiyla
. (R. . . .
a = arcsin fsmz , /EOA =1 — a.

AOB ikizkenar iggeninden
/AOB =7 — 2r.
elde edilir. Boylece i1ginin O gevresinde taradigi toplam agi
20 =2(1 — a) + 7 — 2r.

olur. Dolayisiyla

R
®(i) = T 1 i— arcsin | —Zsini | — arcsin | —Zsini | |
2 R vp

Taranan agi 7r'den blyiik degilse § = ®'dir. Isin karsit noktanin hemen Gtesinden gikarsa, kaynak ile

gozlemci arasindaki kiicik agl 2w — 29 olur ve
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6 = min{®, 7™ — ®}|

elde edilir.

Bu nedenle istenen ¢izim, mantodaki kollari esit, cekirdekteki kirigi diiz olan simetrik bir kirik isin yolunu
gostermeli ve giris sinirinda ¢ ile r < ¢ agilari isaretlenmelidir.

(iii)
Boyutsuz oranlar

o= B _opaara1r, b= U _.831336.
R vp

seklindedir. Boylece

®(i) = g + ¢ — arcsin(a sin¢) — arcsin(bsin ).

Acllan radyan cinsinden alarak turev alirsak,

dd acosi bcost

A _ .
di V1—a?sin?i  1— b2sin?i

U¢ noktalarda,
®'(0)=1—a—b=—0.376077, ®'(m/2) = 1.

Cikarilan terimlerin her biri 7 arttikga azalir; dolayisiyla ®' artar ve tam olarak bir sifiri vardir. Sayisal
olarak,

Tmin = 55.017°, D in = Omin = TH.577° .

Buna karsilik gelen yayilma suresi grafigini elde etmek igin, mantodaki kollarin her birinin uzunlugu

L, = \/R2 — R? sin?i — R, cosi.

olarak bulunur. Bu sonug, dis ve i¢ yarigaplarin, O'ya dik uzakhdi R, sin ¢ olan manto isini izerine
izdugsumleri alinarak elde edilir.

Cekirdek kirisinin uzunlugu

¢, =2R.cosT = 2R,V 1 — b2sin’i.

olur. Dolayisiyla ¢ekirdekten gecen P dalgasinin yayilma suresi

2R, ,
(\/RZ—Rgsinzi—Rccosz)—i— R V1 —b2sin?i|

2
T(i) = —
vp VCP

Asagidaki noktalar, istenen her iki grafigi de belirler:

1 Taranan aginin yarisi & Fiziksel 0 Cekirdekten gecgen P dalgasinin siiresi
(derece) (derece) (derece) (dakika)
0 90.00 90.00 21.733

20 82.74 82.74 21.504

40 77.20 77.20 21.003

55.02 75.58 75.58 20.789

70 77.84 77.84 21171
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1 Taranan aginin yarisi Fiziksel 0 Cekirdekten gegen P dalgasinin siiresi

(derece) (derece) (derece) (dakika)
80 82.60 82.60 22.028
89.23 90.00 90.00 23.397
90 90.76 89.24 23.538

®'nin ¢'ye gore egrisi 90°'den baslar, diizgiin bicimde minimumuna iner, ardindan 90.7568°'ye yiikselir.
Fiziksel kiiglk agl 8'y1 gizerken son kismi 90°'de katlayiniz: 8, i = 89.2322°'de 90°'ye ulagir, ardindan
teget gelis durumunda hafifce azalarak 89.2432°'ye iner.

Dogrudan gelen dalgalarin sinir agisi
04 = arccos(R./R) = 56.993°.

olur. Dolayislyla fiziksel sonuglar sunlardir:

e 0 <60 < 56.993° icin dogrudan gelen P ve S dalgalari gézlemciye ulasir.

e 56.993° < 0 < 75.577° icin ne dogrudan gelen ne de gekirdekten gecen P isinlari gézlemciye
ulasir. Burasi P dalgasinin gdlge bolgesidir.

e 6> 56.993° icin dogrudan gelen bir S igini yoktur ve sivi gekirdekten gegen bir S igini da
bulunmaz.

e 6 = 75.577°'de kirilan P dalgalarinin iki yolu birlesir. Yakin gelme acilarina sahip isinlar hemen
hemen ayni agisal uzaklikta ¢iktigindan, 1sin enerjisi burada yogunlasir: bu bir kostiktir.

o 75.577° < 6 < 90° araliginin biiyiik kisminda, kirilan P dalgalarinin iki yolu iki ayri varisa yol agar.

Verilen sayilar tam olarak kullanildiginda, karsit nokta yakininda klguk bir ek 6zellik ortaya ¢ikar.
89.2432° < 0 < 90°,

icin Uglincu bir kirilan 1sin yolu, karsit nokta dogrultusunun 6tesinden gecgerek gozlemciye ulasir. Karsit
noktada, iki egik dalin yayilma sureleri esittir.

Yayilma siiresi grafiginin taslag icin dogrudan gelen dalgalarin
tpair = 1174.19sin s, tsdir = 2019.02sin6's,

dallarini yalnizca 0 < 0 < 56.993° araliginda c¢iziniz. Her ikisi de orijinden baslar ve asagdi dogru
icblkey bicimde artar; S egrisi P egrisinin tzerinde yer alir. U¢ noktalar

tp7dir(0d) = 984.68 s = 16.411 min,

tsdir(0q) = 1693.16 s = 28.219 min.
seklindedir.

Cekirdekten gegen P dalgalarinin ana dallari birlikte
(0,T) = (75.577°,20.789 min)
noktasinda baslar ve 90°'ye dogru yiikselir. Ortak bir tegetle birlesirler; ¢linki turev alindiginda
dI'  2R.sini d® dT' 2R sin:
i wp di’ d®  vp

elde edilir. Daha kiiguk 7 degerlerine sahip dal daha erken ulasir ve isinin bir cap boyunca ilerledigi karsit

noktada yataylasir:
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2(R—-R. 2R, :
T(0) = ( ) + = 21.733 min.
vp Vcp
Diger ana dal burada 23.397 min'ye ulasir. Kiigtik Gglincl dal, # = 89.243°'deki 23.538 min'den 90°

'‘de 23.397 min'ye iner.

(v) kisminda ele alinan daha ge¢ gelen yansimis dalgalari da igeren bir taslak i¢in ayrica

tv,ref(e) = %\/R2 + R% —2RR,_cos b, 0<0<80,.

kendilerine karsilik gelen dogrudan dalga egrileriyle teget olarak birlesir.
(iv)

Dogrudan gelen P ve S dalgalari igin yol uzunlugu aynidir; dolayisiyla varis zamanlari arasindaki fark

At = 2Rsin6 (i — i)

vs Up
olur. Burada
At =2(60) + 11 = 131s.

Dolayisiyla

. 131 131

sinf = 2(6370) (6% — Ti%) = 8148239 — 0.1551.
Boylece
0 = 8.9204°, 120 = 17.8408° ~ 17.8°|

0 < 04 oldugundan, yolun yalnizca mantodan gectigi varsayimi tutarhdir.
Her bir dalganin varig zamani

tpair = 182.07s, tsair = 313.07s.
seklindedir.
(v)

Cekirdek siniri hem P hem de S dalgalarinin enerjisini yansitabilir. Bu yansimig dalgalar manto iginde
daha uzun yollar izler ve dolayisiyla daha gec ulasir.

C, cekirdek siniri tizerinde, ZEOX'in yakin taraftaki radyal agiortayi Gizerinde bulunan yansima noktasi
olsun. izlenen yol

F—C—X.

seklindedir. OC"ye gore yansima simetrisi, gelme ve yansima agilarini esit kilar ve EC' = C' X 'tir.
/ZFEOC = 60 oldugundan, kosinis teoremi

EC?=R?+ RE — 2RR,cos?.

badintisini verir. Boylece yansimali yolun uzunlugu

Ly = 2\/ R? + R? — 2RR, cos®.

olur.
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0 = 8.9204° igin,
L.ef = 5981.54 km.

Dolayisiyla yansimis dalgalarin varig zamanlari

1.54
tPref = w = 551.29 S’
’ 10.85
5981.54
g of = ————— = 047.95 s.
’ 6.31

olur. Gerektigi gibi, her ikisi de dogrudan gelen S dalgasinin 313.07 s'deki varigindan sonra gergeklesir.

1 1
Atref - Lref <_ - _>
vs  vp

= 396.65 s
= 6 min 36.65 s.

Aralarindaki zaman farki

olur. En yakin saniyeye yuvarlandiginda,

At = 6 min 37 s |,

elde edilir; bu da yorumu ve (iv) kisminda bulunan acgisal uzakhgi dogrular.

Cozlm, resmi ¢oziimle karsilastirilarak kontrol edildi. Bu ¢ozimiin resmi ¢ozimden ayrildidi yerlerde resmi ¢oziimde bir hata
ya da baski hatasi vardir.

Soru 3: Yaylarla birbirine bagh kutlelerin normal modlan (halka ve zincir)
[
Her biri m kitleli li¢ parcacik dengededir ve her birinin Hooke yasasindaki yay sabiti k olan,
uzamamis, kitlesiz yaylarla birbirine baglanmistir. Pargaciklar, Sekil 3.1'de gosterildigi gibi
cembersel bir yorliingede hareket edecek bigimde kisitlanmigtir.

Sekil 3.1

(i) Her bir kiitle denge konumundan sirasiyla w1, ua ve ug kadar kiiglk yer degistirmeler yaparsa,
her kitlenin hareket denklemini yaziniz.

(i) Sistemin

U, = Q, Cos wt,
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bigciminde, ivmeleri (—w2un) olan basit harmonik ¢ozlimlere sahip oldugunu dogrulayiniz. Burada
an (n = 1,2, 3) sabit genliklerdir ve agisal frekans w, su 3 degeri alabilir:

k
woV'3, wov/3ve 0. burada w2 = o

(iii) D6nlslimIU olarak siralanmis yay ve kiitlelerden olusan sistem [N parcaciga genisletilmistir; her
m kutlesi, komsu kutlelere yaylarla baghdir. Baslangigta yaylar uzamamistir ve dengededir.
Pargaciklar denge konumlarindan uzaklastirildidinda, n. kiitlenin (n = 1,2... N) hareket
denklemini, kendi yer degistirmesi ve komsu kutlelerin yer degistirmeleri cinsinden yaziniz.

2
un(t) = assin ( ?\?W + gb) cos wit,

ifadeleri, s = 1,2,...N,n =1,2,... N ve ¢ keyfi bir faz olmak Uzere, agisal frekanslarin

_ 4 . (871’)
ws = 2w, sin ~ )

ile verilmesi kosuluyla salinimli ¢ozimlerdir; burada a (s =1,...... N), n'den bagimsiz sabit
genliklerdir.

Sonsuz sayida kutle igeren bir zincir igin mumkin frekans araligini belirtiniz.
(iv) Blyuk N igin
Up/Un i1
oranini su iki durumda belirleyiniz:
(a) duguk frekansh ¢ozumler
(b) w = wmax; burada wmax, maksimum frekansli ¢ézimun frekansidir.

(a) ve (b) durumlariicin, ¢ aninda pargaciklarin yer degistirmelerinin zincir boyunca pargacik
numarasina gore degisimini gosteren tipik grafikler giziniz.

(v) Kutlelerden biri m' < m kitlesiyle degistirilirse, acisal frekans dagiiminda ortaya ¢cikmasi
beklenen herhangi bir 6nemli degdisikligi tahmin ediniz.

Onceki sonuca dayanarak, m ve m/ kiitlelerinin déniisiimlii olarak siralandidi iki atomlu bir zincir
icin ongoreceginiz frekans spektrumunun bigimini nitel olarak agiklayiniz.
Hatirlatma

sin(A + B) = sin A cos B + cos Asin B

sinA+sinB:2sin<A;B>cos(A;B)

2sin? A4 =1 — cos 24

Soru metni resmi ingilizce metinden gevrilmistir.
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Cevaplar

e (i)
mill = ]{Z(UZ + usg — 2’!.1,1),
milz = ki(’U,3 +uyp — 2’LL2),
milg = k:(ul + Uy — 2’U,3)
o (ii)
k k
w= 3—, 3—, 0.
m m

Sifirdan farkli frekansa ait, a1 + as + a3 = 0 kosulunu saglayan iki bagimsiz mod vardir.
Sifirmodunda a; = ag = as olur.

e (iii)

muy, = k(un—i-l + Up—1 — 2“71)7 Up+N = Up,

_ o k. (371')
Ws = msm N )

0§w§2\/£.
m

Olagan frekans cinsinden, 0 < f < v/k/m/m.
e (iv)

(a) Yer degistirme digumlerinden uzakta, un/unﬂ ~ +1/|. Grafik, pargacik konumlarinda

Sonsuz bir zincir igin,

orneklenmis, yavas degisen bir sintizoiddir.

(b) Ust bant kenarinda un/un+1 = —1|. Yer degistirmeler, blyukllkleri esit pozitif ve

negatif dederler arasinda donlisiimlii olarak degisir. Bu, ¢ift [V igin tam olarak gegerlidir; tek
sayida pargacik igeren bir halka, biiylik N icin yerel olarak bu davranisa yaklasir.

e (v) Tek bir hafif kiitle, bu kutle Gzerinde yogunlasan bir yuksek frekansh mod olusturur:

Wdefect = \/_ > 2\/

Kutlelerin donlstimli siralandidi bir zincirde, aralarinda bir bosluk bulunan bir akustik bant
ve bir optik bant vardir. m’ < m igin bunlarin kesin sinir araliklari séyledir:

2k
Akustik: 0 < w <4/ —,
m

2 1 1
Optik: \/—k§w§ 2kl — + — |.
m/' m m/'

eulersolve.org/ipho/1986/ 17722



Cozum

(i)

Tum yer degistirmeleri, halka ¢gevresinde ayni yonde dlgllen yay uzunluklari olarak alalim. Kiiguik yer
degistirme yaklagiminda, bir yayin uzamasi uglarinin yer degistirmeleri arasindaki farktir. Dolayisiyla

Hooke yasasi, bu farkla orantili tegetsel bir geri cagirici kuvvet verir. Kisit kuvvetinin tegetsel bileseni
yoktur.

1 numarali pargaciga iki yay, k(uz — ul) ve k(u;», — ul) kuvvetlerini uygular. Newton'in ikinci yasasi su
sonucu verir:
mﬁl = k(u2 — Ul) + k(U3 — Ul).

Ayni akil yuritmeyi 2 ve 3 numarali pargaciklara uygularsak,

mi] = k(UQ —+ ug — 2U1),
miiy = k(uz + u1 — 2u2),

miug = k(ul + ug — ZU3).

(ii)
u, = a, cos wt ifadesini yerine koyalim; boylece ,, = —wzun olur. Su tanimlar yapalim:
2
w s k
)\:—2, w, = —, S=a;+as+ as.
wA m

Her denklem su héle gelir:
Aa,, = 3a, — S.

Ug denklemi toplarsak,

AS = 0.
iki olasilik vardir.
A = 0 ise, denklemler ayri ayri su kosulu gerektirir:

a1 = az = as.

Tum kutleler ayni yay uzunlugu kadar yer degistirir, dolayisiyla hi¢bir yayin uzunlugu degismez. Boylece

w=0.

Bu, rijit donme modudur. Tam anlamiyla bir salinim degildir: genel hareketi u1 = us = uz3 = A + Bt
bigimindedir. Verilen kosinus bigimi, bu modun statik yer degistirme durumunu temsil eder.

A # 0ise S = 0 olur ve sifirdan farkli bir genlik igin
A=3.
Dolayisiyla

3k
w:\/ng: - .

m

a1 + az + az = 0 kosulu, iki bagimsiz genlik birakir. Ornegin, iki bagimsiz mod bicimi sdyledir:
(a17a27a3) (8 (17_170)7 (a17a27a3) (&8 (1’17_2)'

Sonug olarak, G¢ normal modun frekanslari
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\/gwoa \/§w01 0,

olup sifirdan farkli frekans iki kez ortaya cikar.

(iii)
n numarali pargaciga etki eden kuvvetler sunlardir:

E(upy, —uy) ve —k(uy, —upy ).
Boylece

mii, = k(Up i1 + Up_1 — 2uy,).

Halka, periyodik sinir kogullari gerektirir:
Uy = uUN, UN+1 = UL.
Soyle yazalim:
27s
q= N

Ngq = 27s oldugundan bu ifade periyodiktir. Verilen toplam 6zdesligini kullanirsak,

Un = assin(ng + @) cos wst.

Upi1 + Up_1 = ag [sin(nq + ¢+ q) +sin(ng + ¢ — q)} cos w,t
= 2coSqunp.

Dolayisiyla hareket denklemi su hale gelir:
—mw?u,, = 2k(cosq — 1)u, = —4ksin? (%)un

Ozdes olarak sifir olmayan bir mod igin,
k s
2 ‘2
w; = 4—sin (—)
s m N
Belirtilen s = 1,..., N araliginda sin(7s/N) > 0 oldugundan,

. (TS
w, = 2w, sin <—>
N

Zincir sonsuz hale geldikge izinli dalga sayilari sirekli hale gelir. Sints ¢arpani sifir ile bir arasindaki her

0§w§2woz2\/£.
m

Sifir, rijit yer degistirmeye karsilik gelen ug noktadir; gergek salinimlarda w > 0 olur. f = w/(27r)
oldugundan,

degderi alir ve su sonucu verir:

0<fety 2
™ m

k ve m'nin SI birimlerindeki degerleri kullanildiginda agisal frekanslar rad s~1, olagan frekanslar ise Hz
birimindedir.

(iv)

Paydanin sifirdan farkli oldugu zaman ve konumlarda ortak zaman garpani sadelesir:
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u,  sin(ng+ ¢)
Upy1  sin(ng+@+q)°

Ayni ifade, mod genliklerinin orani i¢in de dogrudan gecerlidir.

(a) Dusiik frekans

g'nun sifira yakin temsilcisini segelim. Bu durumda

w = 2w,

. q
s1115‘ ~ w,|q,

dolayisiyla dusuk frekans, |q| < 1 anlamina gelir. = nq + ¢ yazarsak,

1
Un __ — ~1—gqcoté.
Un+1 cosq + cot fsing

Boylece, diglimlerden uzakta,

Un

~ +1.

Un+1

Komsu kutlelerin yer degistirmeleri hemen hemen esittir ve yaklasik olarak ayni fazda hareket ederler.
Bir digumdun yakininda yer degistirmelerin kendileri kiigtik oldugundan, oranlarinin bire yakin olmasi
gerekmez.

Istenen cizim icin, parcaciklar arasi uzaklik biriminde élgiilen dalga boyu L >> 1 olan bir siniizoid giziniz
ve tam sayi pargacik numaralarindaki degerlerini isaretleyiniz. Temsili bir profil soyledir:

un = C(t) sin (M)

Temel degerleri sunlardir:

n—-ny 0 L/4 L/2 3L/4 L

u,/C(t) 0 +1 0 -1 0
Ardisik digumler arasinda ¢ok sayida parcacik bulunur ve komsu noktalarin yukseklikleri genellikle
birbirine ¢ok yakindir.
(b) Maksimum frekans
Ust bant kenarinda g =  olur ve bu da

Wmax = 2W,-
sonucunu verir. Yer degistirme soyledir:
Up = asSIn(NT + @) oS Wmaxt = (—1)"as sin ¢ cos wmaxt.

Sonug olarak,

Un _ 1.

Unp+1 = —Un,

Up+1

Her komsu cift, esit genliklerle zit yonlerde hareket eder.
Cizim, déntstimlu olarak +C(t) ve —C(t) degerlerinde bulunan noktalardan olusur:

n—ng 0 1 2 3 4
u,/C(t) +1 -1 +1 -1 +1
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Uzaysal periyot, parcaciklar arasi uzakligin iki katidir. Gorsel bir kilavuz olarak komsu noktalar
birlestirilirse bir zikzak olustururlar.

Bu oriintd, ¢ift sayida pargacik igeren bir halkaya tam olarak uyar. Tek ve sonlu NN igin, izin verilen en
biyik dalga sayisi w + 7/ N olur ve

o)

Buna ait yer degistirme orlintlsu, yavas degisen bir zarf altinda donlisiimlU olarak isaret degistirir.

Wmax = 2W, COS (

Blyuk N igin, zarfin diigiimlerinden uzakta komsu yer degistirmelerin orani yaklasik olarak —1'dir.

(v)

Once yalnizca bir kiitleyi m’ < m ile degistirelim. Bu hafif kiitlenin hizli bir titresimi, agir komsularinda
gorece kuglk bir harekete yol acar. En duslk mertebeli yaklasimda bu komsulari sabit kabul edelim.

Hafif kiitlenin x kadar yer degistirmesi, her yayin —kx geri cagirici kuvvetini uygulamasina yol acar.

Dolayisiyla
m'E ~ —2kz,
ve buradan
2k
Wdefect = —_—
m

Baslangigtaki Ust bant kenarina orani,

Wdefect m
~ 1.
2w, V' 2m/ >

Yaklagim kendi iginde tutarlidir. Genligi u; olan komsu bir agir kitle igin, yliksek frekansta baskin
terimler arasindaki denge soyledir:

2 ~
TIMNW gefect U1 = kil?,

dolayisiyla

Uy m’

Tz 2m’
Hareketi kiicuk ve hafif kitleninkine zit yondedir. Daha uzaktaki hareket daha da kuguktur: yuksek

frekansh mod, kusurun gevresinde yerellesmistir.

Boylece bir mod, baslangigtaki frekans bandinin ¢ok ustline ¢ikar. Diger frekanslar degisime ugrar,

ancak \/k/m olgeginde kalir; sonsuz bir zincirde uzanimh modlarin bandi 0 < w < 2w, olarak kalr.
Sifir frekansli rijit yer degistirme modu da varligini korur.

Kiitlelerin doniisiimlii siralandigi bir zincirde, tekrarlanan hafif kiitleler tam bir yliksek frekans bandi
olusturur. Spektrum su bantlara ayrilir:

o Dusuk frekansh ortak hareketi iceren bir akustik bant. Uzun dalga boylarinda, komsu agir ve hafif
kitleler yaklasik olarak birlikte hareket eder.

o Hafif kltlelerin hizla salindidi, agir kiitlelerin hareketinin ise gok daha ki¢lik oldugu bir optik
bant. Uzun dalga boylarinda iki ttr kitle zit yonlerde hareket eder.
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Bant kenarlari dogrudan tiretilebilir.  ;, 7 numaral agir kiitlenin yer degistirmesi; y; ise x; ile x4
arasindaki hafif kutlenin yer degistirmesi olsun. Bu durumda

mi; = k(yj-1 +y; — 2z5),
m'y; = k(z; + zj1 — 2y;).
iki parcacikli hiicre basina faz degisimi @ olan bir mod icin su ifadeleri kullanalim:
z; = X cos(jQ + ¢) cos wt,
y; =Y cos ((j+ 3)Q + @) coswt.
Genlik denklemleri soyledir:
(2k — mw?) X = 2kcos(Q/2)Y,
(2k — m'w?)Y = 2k cos(Q/2)X.
Sifirdan farkl bir ¢ozim igin
(2k — mw?)(2k — m'w?) = 4k? cos*(Q/2),
ya da
mm'w* — 2k(m +m)w? + 4k*sin?(Q/2) = 0.

Bu denklemin iki koku soyledir:

11 1 1\* 4 |
wi=k (E + W) j:k\/(% + W) - — sin?(Q/2).

|Q|, 0'dan 7'ye artarken kiigiik kdk artar, blyik kok ise azalir. Dolayisiylam’ < m igin bunlarin araliklari
2k
0 S W S R
m
ve
2k 1 1
m m m
Su boslukta hi¢hir mod yoktur:
2k 2k
— <w< —-
m m

m’ < m igin optik bant, yaklasik \/2k/m’ olan yuksek frekansina kiyasla dardir ve akustik banttan

blyuk dl¢lde ayriimistir. Sonlu bir periyodik zincirde bu bantlar i¢cinde ayrik frekanslar bulunur; sonsuz

zincir limitinde bunlar sirekli hale gelir.

Gozlm, resmi ¢ozumle karsilastirlarak kontrol edildi.
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