
国际物理奥林匹克

IPhO 1985
理论题与解答 · 南斯拉夫波尔托罗日 · 3 道理论题及完整解答

eulersolve.org/ipho/1985/

题目 1：无线电通信天线阵列

一位年轻的业余无线电爱好者与住在两个城镇的两位女孩保持无线电通信。他布置了一个天线阵列，

使得住在 A 镇的女孩接收到最强信号时，住在 B 镇的女孩接收不到信号，反之亦然。该阵列由两根竖

直的杆状天线组成，两根天线以相同的强度在水平面内向各个方向均匀辐射。

a) 求该阵列的参数，即两根天线之间的距离、阵列的取向以及馈入两根天线的电信号之间的相位差，

使两根天线之间的距离最小。

b) 如果这位男孩拥有一台发射频率为 27 MHz 的无线电台，并在波尔托罗日搭建该天线阵列，求数值

解。他通过地图查得，正北方向与 A 镇（科佩尔）方向及 B 镇（伊斯特拉半岛上的小镇布耶）方向之

间的夹角分别为  和 。

题目译自官方英文原文。

答案

a) 设从阵列处观察，两镇方向之间的夹角为 ，波长为 。最小间距为

两根天线的连线必须垂直于两镇方向夹角的内角平分线。将两根天线编号，使天线 2 位于从天

线 1 沿  方向的位置，其中两个单位矢量分别指向两镇。要使 A 镇接收到最强信号而

B 镇接收不到信号，天线 2 的相位必须比天线 1 滞后 ；要实现相反的情况，其相位必须超

前 。

b) 两镇方向之间的夹角为 ，由此得到

两根天线连线的方位角为

方位角从正北方向起沿顺时针方向测量。要使科佩尔接收到最强信号而布耶接收不到信号，东北

侧天线的相位必须比西南侧天线滞后 ；将相位关系反转，即可使两地的接收情况互换。

72∘ 157∘

α λ

.dmin =
λ

4 sin(α/2)

n̂A − n̂B

90∘

90∘

85∘

.dmin ≈ 4.1 m

24.5∘
和 204.5∘

90∘
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解答

a)

两根天线发出的信号是相干的，频率相同，且均为相同的竖直偏振。我们采用远场近似：两镇到阵列的距离

远大于天线间距，因此到达任一城镇的两列波具有相同的振幅，传播方向可视为平行。

设从天线 1 到天线 2 的水平位移为 ，其大小为 。将电信号的相位差定义为

其中波源的振荡与  成正比。因此，  为正表示天线 2 的相位超前于天线 1。

对于位于  方向的远处接收器，传播路径长度满足

因此，接收到的两列波之间的相位差为

若任一根天线单独在该接收器处产生的强度为 ，则叠加后有

因此，强度最大要求 ，而强度为零要求 。

要使 A 处强度最大、B 处强度为零，需满足

两式相减，消去可调的电信号相位差：

因此

由于两个单位矢量之间的夹角为 ，

标量积的绝对值不可能超过两个矢量模长的乘积，因此

由此可得

当  平行于  时，等号成立。此外，

由于两矢量之和沿着内角平分线方向，所需的两根天线连线垂直于该角平分线。

选取从天线 1 到天线 2 的方向为  的方向。在最小间距下，

d d

δ = ϕ2 − ϕ1,

cos(ωt + ϕj) δ

n̂

r2 − r1 ≃ −n̂ ⋅ d.

Δ(n̂) = δ − k(r2 − r1) = δ + kn̂ ⋅ d, k =
2π
λ

.

I0

I = 2I0(1 + cos Δ) = 4I0 cos2
(

Δ

2
).

Δ = 2mπ Δ = (2n + 1)π

δ + kn̂A ⋅ d = 2mπ,

δ + kn̂B ⋅ d = (2n + 1)π.

k(n̂A − n̂B) ⋅ d = 奇数倍的 π.

(n̂A − n̂B) ⋅ d ≥
λ

2
.

∣ ∣

α

n̂A − n̂B = √2 − 2 cosα = 2 sin
α

2
.

∣ ∣
2d sin

α

2
≥

λ

2
.

.dmin =
λ

4 sin(α/2)

d n̂A − n̂B

(n̂A − n̂B) ⋅ (n̂A + n̂B) = 0.

n̂A − n̂B
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因此，接收波的相位差为

要使 A 处接收到最强信号，选取

此时 ， ，符合要求。

要使 B 处接收到最强信号，选取

此时 ， 。因此，在两种工作模式之间切换，需要将电信号的相对相位改变 。

b)

两镇方向之间的夹角为

取 ，波长为

因此，

即近似为

内角平分线的方位角为

因此，与之垂直的两根天线连线的方位角为

其反方向的方位角为 。

将西南侧天线编号为 1，东北侧天线编号为 2。位移在两镇方向上的投影为

因此，相位设置如下：

所需的接收情况 东北侧天线相对于西南侧天线的相位

科佩尔最强；布耶为零 滞后 

n̂A ⋅ d = dmin sin
α

2
=

λ

4
, n̂B ⋅ d = −

λ

4
.

ΔA = δ +
π

2
, ΔB = δ −

π

2
.

.δ = −
π

2
(mod 2π)

ΔA = 0 ΔB = −π

.δ = +
π

2
(mod 2π)

ΔB = 0 ΔA = π 180∘

α = 157∘ − 72∘ = 85∘.

c ≃ 3.00 × 108 m s−1

λ =
c

f
=

3.00 × 108

27 × 106
≃ 11.1 m.

dmin =
11.1

4 sin 42.5∘ m ≃ 4.11 m,

.dmin = 4.1 m

72∘ + 157∘

2
= 114.5∘.

114.5∘ − 90∘ = 24.5∘,

204.5∘

n̂A ⋅ d = d cos(72∘ − 24.5∘) = d sin 42.5∘ =
λ

4
,

n̂B ⋅ d = d cos(157∘ − 24.5∘) = −
λ

4
.

90∘
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所需的接收情况 东北侧天线相对于西南侧天线的相位

布耶最强；科佩尔为零 超前 

解答已与官方解答核对。

题目 2：InSb 棒中的霍尔效应

一根由半导体 InSb 制成的长方体长棒，三条边的长度分别为 、  和 （ ），其中有平行

于边  的电流  流过。长棒处于平行于边  的外磁场  中。电流  产生的磁场可以忽略。载流子为

电子。仅有电场时，半导体中电子的平均速度为 ，其中  称为迁移率。如果同时存在磁场，

电场就不再与电流平行。这种现象称为霍尔效应。

a) 求为产生上述电流，棒内电场应具有的大小和方向。

b) 计算沿边  的方向，棒的两个相对表面上正对的两点之间的电势差。

c) 若电流和磁场均为交变的（AC），即  和 ，求 b) 中电势差的直

流分量的解析表达式。

d) 设计并说明一个利用 c) 的结果测量接入交流电网的用电器所消耗功率的电路。

已知数据：InSb 中电子的迁移率为 ，InSb 中电子的浓度为 ，

， ， ， ， 。

题目译自官方英文原文。

答案

选取右手坐标系，使  沿约定的电流方向，  沿磁场方向。令 ，以  表示电子浓

度，并将霍尔电压定义为

a) 电场为

其大小为 。电场垂直于 ，偏转角为

这一偏转是从电流方向朝  方向，即  的方向发生的。

b)

 侧表面的电势较高。

90∘

a b c a ≫ b ≫ c

a I c B I

v = μE μ

b

I = I0 sinωt B = B0 sin(ωt + δ)

7.8 m2T/Vs 2.5 ⋅ 1022 m−3

I = 1.0 A B = 0.10 T b = 1.0 cm c = 1.0 mm e0 = −1.6 ⋅ 10−19 As

+x̂ +ẑ e = −e0 > 0 n

UH = V (y = +b/2) − V (y = −b/2).

E =
I

nebcμ
x̂ −

IB

nebc
ŷ = (3.2x̂ − 2.5ŷ) V m−1.

4.1 V m−1 B

θ = tan−1(μB) = 38∘

−ŷ j × B

UH =
IB

nec
= 2.5 × 10−2 V = 25 mV.

+y
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c)

d) 用串联的电流线圈产生 ，并通过电阻性电压采样支路驱动霍尔棒，使

。接在沿  方向相对的两个表面之间的平均值电压表读数为

将其刻度直接标定为瓦特。

解答

我们考虑长棒中部的均匀区域，忽略接触效应以及棒内电流产生的磁场。横向表面开路，因此不存在稳恒的

横向电流。

在数值计算中，根据  的要求，将迁移率理解为 ；已知数据中给出的单位 

与该关系式的量纲不符。

a) 电场的大小和方向

电流密度与电子漂移速度之间的关系为

由于横截面积为 ，有

题给的迁移率关系将速率与电场大小联系起来。用矢量形式表述，在没有磁场时，电子的漂移方向与电场方

向相反。

在通常的各向同性迁移率模型中，碰撞产生的平均阻力为 。因此，在电场和磁场同时存在时，稳

态下的受力平衡方程为

于是，

由 ，得

所以

纵向分量用于克服碰撞的阻碍，维持漂移运动。横向分量用于平衡磁场力。具体而言，磁场力最初将电子推

向  侧表面；电子在那里积累，产生所需的沿  方向的电场。

代入数值得

UH,DC =
I0B0

2nec
cos δ.

B(t) = kIiL(t)
IH(t) = kUu(t) b

UH =
kUkI

nec
P , P = UrmsIL,rms cosφ.

–

v = μE 7.8 m2/(V s) m2T/Vs

j = −neve.

bc

j =
I

bc
x̂, ve = −vdx̂, vd =

I

nebc
.

−eve/μ

0 = −e (E + ve × B) −
e

μ
ve.

E = −
ve

μ
− ve × B.

B = Bẑ

ve × B = (−vdx̂) × (Bẑ) = vdBŷ,

E =
vd

μ
x̂ − vdBŷ.

−y −y

bc = (1.0 × 10−2)(1.0 × 10−3) = 1.0 × 10−5 m2,
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因此

电场大小为

从  向  偏转的角度满足

由此得

b) 横向电势差

在沿  方向相对的两个表面上，选取纵向坐标相同的两个正对点。由于 ，有

代入漂移速率，得

代入数值得

 侧表面积累电子，电势较低；  侧表面的电势较高。

c) 交变电流和磁场下的直流分量

假设系统在准静态条件下工作：电子漂移和霍尔电荷分布能够足够迅速地跟随外加信号变化，且电压引线中

的感应干扰可以忽略。此时，瞬时霍尔电压为

利用

可得

第二项在一个周期内的平均值为零。因此

vd =
1.0

(2.5 × 1022)(1.6 × 10−19)(1.0 × 10−5)
= 25 m s−1.

Ex =
25
7.8

= 3.2 V m−1, Ey = −25(0.10) = −2.5 V m−1, Ez = 0.

E = √E 2
x + E 2

y =
I

nebcμ
√1 + (μB)2 = .4.1 V m−1

+x̂ −ŷ

tan θ =
|Ey|

Ex
= μB = 0.78,

.θ = 38∘

b E = −∇V

UH = −∫

b/2

−b/2
Ey dy = −Eyb = vdBb.

UH =
IB

nec
.

UH =
(1.0)(0.10)

(2.5 × 1022)(1.6 × 10−19)(1.0 × 10−3)
= .0.025 V = 25 mV

−y +y

UH(t) =
I(t)B(t)

nec
=

I0B0

nec
sinωt sin(ωt + δ).

sinA sinB =
1
2

[cos(A − B) − cos(A + B)],

UH(t) =
I0B0

2nec
[cos δ − cos(2ωt + δ)].

UH,DC = UH =
I0B0

2nec
cos δ.

–
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等价地，

输出包含一个直流分量和一个频率为外加信号频率两倍的纹波分量。当两个输入信号的相位相差四分之一周

期时，直流分量为零。

d) 测量交流功率的电路

c) 部分的结果表明，霍尔元件可以用作乘法器：其横向电压正比于纵向电流与磁场的乘积。

一种可行电路的连接方式如下：

1. 将励磁线圈与用电器串联。将霍尔棒置于线圈内部，使其  方向平行于磁场。采用线性线圈，最好使

用空心线圈，使

其中  为用电器电流，  为线圈的磁场常数。

2. 在交流电网两端另接一个支路，由一个大阻值无感电阻  与霍尔棒纵向两端的接触电极串联组成。

由 a) 部分可得棒的纵向电阻：

因此，在支路电抗可忽略时，

取 ，即可使 ，并限制采样电流。

3. 将沿  方向相对的两个表面上、纵向位置相同的两个霍尔接触电极接至高输入阻抗的平均值电压表。

也可使用带缓冲级的低通滤波器，再接直流电表。对多个交流周期取平均。

忽略励磁线圈上的电压降和电压采样支路的负载效应。于是，  也就是用电器两端的电压，且

因此，其平均值为

对于正弦交流，令

则

因此，电表测得的是用电器消耗的平均功率，其中已包含功率因数的影响。其瓦特刻度的标定关系为

解答已与官方解答核对。

UH =
IrmsBrms

nec
cos δ.

–

c

B(t) = kIiL(t),

iL(t) kI

R

rH =
Exa

IH
=

a

neμbc
.

IH(t) =
u(t)

R + rH
= kUu(t).

R ≫ rH kU ≃ 1/R

b

u(t)

UH(t) =
IH(t)B(t)

nec
=

kUkI

nec
u(t)iL(t).

UH =
kUkI

nec
u(t)iL(t) =

kUkI

nec
P .

––

u(t) = U0 sinωt, iL(t) = IL0 sin(ωt − φ).

P =
U0IL0

2
cosφ = UrmsIL,rms cosφ.

P =
nec

kUkI
UH .
–
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题目 3：借助火星逃离太阳系的空间探测器

在一项空间研究计划中，人们讨论了将空间探测器发射到太阳系之外的两种方案。第一种方案 (i) 是以

足够大的速度发射探测器，使其直接逃离太阳系。按照第二种方案 (ii)，探测器先接近一颗地外行星，

借助该行星改变运动方向，并达到逃离太阳系所需的速度。假设探测器只在太阳或行星的引力场作用

下运动，具体取决于所在位置哪个引力场更强。

a) 求按照方案 (i) 发射探测器时，应赋予探测器的最小速度，以及该速度相对于地球运动方向的方

向。

b) 假设探测器沿 a) 中确定的方向发射，但速度大小不同。求探测器穿过火星轨道时的速度，即相对

于该轨道的平行分量和垂直分量。探测器穿过火星轨道时，火星不在交点附近。

c) 令探测器进入火星的引力场。求探测器逃离太阳系所需的、相对于地球的最小发射速度。

提示：根据 a) 的结果，你已知探测器离开火星引力场后，为逃离太阳系所需的最佳速度大小和方向。

（不必考虑交会时火星的精确位置。）求这一速度与探测器进入火星引力场之前的速度分量之间的关

系，即与 b) 中求出的分量之间的关系。探测器的能量守恒情况如何？

d) 估算方案 (ii) 相对于方案 (i) 最多可节省的能量比例。说明：假设所有行星都在同一平面内沿同一

方向绕太阳做圆周运动。忽略空气阻力、地球自转以及逃离地球引力场所消耗的能量。

数据：地球绕太阳运动的速度为 30 km/s，地球与火星到太阳的距离之比为 2/3。

题目译自官方英文原文。

答案

令 ，并用  表示相对于地球的发射速率。

a) 沿地球公转方向发射，速率为

b) 以速率  顺行发射时，在火星轨道处的日心速度分量为

其中，首次穿过火星轨道时，  沿径向向外。要到达这条轨道，须满足 。

c) 取 ，相对于地球的最小发射速率为

发射方向为顺行方向；最佳出射速度也沿顺行方向，并与火星轨道相切。

V = 30 km s−1 u

ui,min = (√2 − 1)V = 12.4 km s−1.

u

v∥ =
2

3
(V + u), v⊥ = √

5

9
(V + u)2 −

2

3
V 2,

v⊥ u ≥ 2.86 km s−1

VM = √2/3V

uii,min = VM [

2
3

+√

4
9

+ (√2 − 1)2
] − V = 5.56 km s−1.
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d) 发射能量最多可节省的比例为

即约为 。

解答

将地球和火星的轨道半径分别记为  和 ，并令 。由给定的距离比和圆轨道条件可得

除非另有明确说明，下文中探测器的所有速度均相对于日心参考系。按照题目要求，忽略地球引力场。

a)

若探测器的单位质量机械能非负，它便能逃离太阳的引力束缚：

因此，其初始日心速率必须满足

对于给定的相对于地球的发射速率 ，沿地球运动方向平行发射时，日心速率达到最大值 。因此

所以

对应的日心速率为 。在这一临界条件下，轨迹为抛物线，无穷远处的速率为零。

b)

对于顺行发射，令

初速度与地球轨道相切。

在地球轨道与火星轨道之间，太阳的引力是有心力，因此探测器相对于太阳的角动量守恒：

于是，

由机械能守恒可得

利用  和 ，得到

Ei − Eii

Ei
= 1 −(

uii,min

ui,min
)

2

≃ 0.800,

80%

r R μ = GM⊙

r

R
=

2
3

, V 2 =
μ

r
.

ε =
1

2
v2

0 −
μ

r
≥ 0.

v0 ≥ √

2μ

r
= √2V .

u V + u

V + ui,min = √2V ,

ui,min = (√2 − 1)V = 12.4 km s−1.

42.4 km s−1

v0 = V + u.

rv0 = Rv∥.

v∥ =
2

3
v0 =

2

3
(V + u).

1

2
v2

0 −
μ

r
=

1

2
(v2

∥ + v2
⊥) −

μ

R
.

μ/r = V 2 μ/R = 2
3 V

2
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减去 ，得到

这是首次穿过火星轨道时沿径向向外的分量。向内穿过轨道时，其符号相反。

要使探测器到达火星的轨道半径，被开方数必须非负：

因此

等号对应于远日点恰好接触火星轨道的轨道。

c)

火星的公转速率为

将交会视为发生在局部区域内，且其持续时间相对于火星公转的时间尺度很短，因而可将火星的速度视为恒

定。在火星参考系中，入射探测器的速度分量为

因此，其大小满足

在这一参考系中，引力交会过程中的机械能守恒。在交会前后距火星相同距离的位置，相对速率相同，但方

向发生改变。

若出射相对速度与火星运动方向的夹角为 ，则出射日心速率满足

当  时，该速率最大，为

因此，最佳交会应使出射相对速度沿火星的运动方向。

在火星轨道半径处，逃离太阳引力束缚所需的速率为

因此，所需的最小相对速率为

现在利用 b) 部分求出的分量：

v2
∥ + v2

⊥ = v2
0 −

2

3
V 2.

v2
∥ = 4

9 v
2
0

v⊥ = √

5

9
v2

0 −
2

3
V 2 = √

5

9
(V + u)2 −

2

3
V 2.

v2
0 ≥

6

5
V 2.

u ≥ (

√

6
5

− 1)V = 2.86 km s−1.

VM = √

μ

R
= √

2

3
V = 24.5 km s−1.

w∥ = v∥ − VM , w⊥ = v⊥.

w2 = (v∥ − VM)2 + v2
⊥.

θ

v2
out = V 2

M + w2 + 2VMw cos θ.

θ = 0

vout,max = VM + w.

vesc(R) = √

2μ

R
= √2VM .

wmin = (√2 − 1)VM .
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由于 ，上式化简为

在逃逸的临界条件下，

正根为

因此，所需的相对于地球的发射速率为

这一速率超过了到达火星轨道所需的 ，因此该入射轨迹是可实现的。

在所有可能的发射方向中，顺行发射所需的速率也最小。为说明这一点，令  为发射方向相对于地球运动

方向的夹角，并记 。利用同样的能量和角动量关系可得

对于固定的 ，由于 ，上式在  时取最大值。因此，在给定发射速率下，顺行发射能够提

供最大的交会相对速率。

数值上，最佳入射轨迹满足

由此得到 。经过最佳偏转后，

符合要求。

这里并未违反能量守恒。交会过程中，探测器在日心参考系中的能量增加量为

对于最佳偏转，上式变为

这部分能量来自火星的公转运动。由于火星的质量远大于探测器的质量，火星相应的速度变化可以忽略。

d)

忽略逃离地球引力场所需的能量，在地球参考系中，发射时赋予探测器的能量为

因此，最多可节省的能量比例为

w2 = v2
∥ + v2

⊥ − 2VMv∥ + V 2
M

= v2
0 −

2
3
V 2 −

4
3
VMv0 + V 2

M .

V 2
M = 2

3 V
2

w2 = v2
0 −

4
3
VMv0.

v2
0 −

4
3
VMv0 = (√2 − 1)2V 2

M .

v0,min = VM [

2

3
+√

4

9
+ (√2 − 1)2

] = 35.555 … km s−1.

uii,min = v0,min − V = 5.56 km s−1.

2.86 km s−1

α

q = r/R = 2/3

w2 = u2 + 2V u(1 − q3/2) cosα + V 2(3q − 1 − 2q3/2).

u q < 1 cosα = 1

v∥ = 23.70 km s−1, v⊥ = 10.12 km s−1.

w = 10.15 km s−1

vout = VM + w = 34.64 km s−1 = √2VM ,

ΔE = mVM ⋅ (wout − win).

ΔE = mVM [w − (v∥ − VM)] > 0.

Elaunch =
1

2
mu2.
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于是

对应的单位探测器质量所需的发射能量，直接逃逸时约为 ，借助理想火星引力助推时约为

。

解答已与官方解答核对。

fmax =
Ei − Eii

Ei

= 1 −(

uii,min

ui,min
)

2

= 1 −(

5.55519

12.42641
)

2

= 0.80015.

fmax ≃ 80%.

77.2 MJ kg−1

15.4 MJ kg−1
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