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Problema 1: Conjunto de antenas para un enlace de radio
[
Un joven radioaficionado mantiene un enlace de radio con dos chicas que viven en dos
localidades. Coloca un conjunto de antenas de modo que, cuando la chica que vive en la localidad
A recibe una sefial maxima, la chica que vive en la localidad B no recibe sefial, y viceversa. El
conjunto estd formado por dos antenas de varilla verticales que transmiten con igual intensidad y
de manera uniforme en todas las direcciones del plano horizontal.

a) Determine los pardmetros del conjunto, es decir, la distancia entre las varillas, su orientacion y
el desfase entre las sefales eléctricas suministradas a las varillas, de modo que la distancia entre
estas sea minima.

b) Obtenga la solucidon numérica si el joven dispone de una estacion de radio que transmite a 27
MHz e instala el conjunto de antenas en Portoroz. Utilizando el mapa, ha determinado que los
angulos entre el norte y las direcciones de A (Koper) y B (la pequefia localidad de Buje, en Istria)
son 72° y 157°, respectivamente.

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

e a) Sea « la separacién angular entre las localidades vistas desde el conjunto de antenas, y
sea A la longitud de onda. La separacién minima es

A
4sin(a/2) |

dmin —

La recta que une las varillas debe ser perpendicular a la bisectriz interior de las dos
direcciones hacia las localidades. Numere las varillas de modo que la varilla 2 se encuentre
en la direccién de n4 — np desde la varilla 1, donde los vectores unitarios apuntan hacia
las localidades. La varilla 2 debe estar retrasada 90° respecto a la varilla 1 para que A
reciba un maximo y B una sefial nula; debe estar adelantada 90° para que ocurra lo
contrario.
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e b) La separacién angular es 85°, lo que da

dmin ~4.1m|

La recta que une las varillas tiene los acimutes

24.5°y 204.5°

medidos en sentido horario desde el norte. La varilla situada al noreste debe estar retrasada
90° respecto a la situada al suroeste para obtener una recepcién maxima en Koper y nula
en Buje; al invertir la relacion de fase se intercambian ambas situaciones.

L

Solucion
a)

Las sefales de las varillas son coherentes, tienen la misma frecuencia y presentan la misma
polarizacion vertical. Utilizamos la aproximacién de campo lejano: las localidades estdn mucho mas
lejos del conjunto de antenas que la separacion entre las varillas, de modo que las ondas que llegan a
cualquiera de las localidades tienen amplitudes iguales y direcciones de propagacion practicamente
paralelas.

Sea d el desplazamiento horizontal desde la varilla 1 hasta la varilla 2, de médulo d. Definimos la
diferencia de fase eléctrica mediante

5:¢2_¢17

donde las oscilaciones de las fuentes son proporcionales a cos(wt + ¢j). Por tanto, un valor positivo
de d significa que la varilla 2 est4 adelantada respecto a la varilla 1.

Para un receptor lejano situado en la direccion 1, las longitudes de los trayectos satisfacen
ro—ry~ —n-d.
En consecuencia, la diferencia de fase entre las ondas recibidas es
AR)=8—Fk(rs—r)=6+kh-d, k= —.
Si cualquiera de las varillas por si sola produce una intensidad I, en ese receptor, la superposicion da

A
I = 2Iy(1 + cos A) = 41 cos® <?)

Por tanto, un maximo requiere A = 2m, mientras que una sefial nula requiere A = (2n + 1)71'.
Para obtener un méximo en A y una sefial nula en B,
0+ kny -d = 2mm,
§+kip-d=(2n+ 1)m
Al restar, se elimina la fase eléctrica ajustable:
k(g — np) - d = un multiplo impar de 7.

Asi

1

. R A
‘(nA—nB)-d| 2 E
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Como el angulo entre los dos vectores unitarios es ¢,

A A~ -~ ~ . a
nyg — nB| = \/2 —2cosa = 2sin 5
El valor absoluto de un producto escalar no puede superar el producto de los médulos de los vectores,
por lo que
.« A
2dsin — > —.
2 2
Se deduce que
A
dmin — . 7 oI
4sin(a/2)

La igualdad se alcanza cuando d es paralelo an4 — ng. Ademas,

(nA - IIB) . (IIA + nB) =0.
Como la suma apunta a lo largo de la bisectriz interior del angulo, la recta que une las varillas debe ser
perpendicular a dicha bisectriz.

Elijamos la direccion desde la varilla 1 hasta la varilla 2 en el sentido de n 4 — N g. Para la separacion

minima,
«a A A
ng-d=dnnsin — = — ng-d=——.
A min S1I1 9 47 B 4
Por tanto, las diferencias de fase de las ondas recibidas son
™ iy
Ag=0+ — Ap=6— —.
A + X B 2

Para obtener una recepcidon maxima en A, elegimos

d = —g (mod 27)|.

Entonces A4 = 0y Ag = —m, como se requiere.

Para obtener una recepcion méxima en B, elegimos

§= +% (mod 2m)|.

Entonces Ap = 0y A 4 = . Por tanto, pasar de un modo de funcionamiento al otro requiere un
cambio de 180° en la fase eléctrica relativa.

b)
La separacion angular entre las localidades es

a = 157° — 72° = 85°.
Utilizando ¢ ~ 3.00 x 10® ms™!, la longitud de onda es

3.00 x 108
= ———— ~11.1m.

C
f 27 x 108

Por tanto,
11.1

Y -, m= 4.11 m,
4sin42.5

dmin -
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0, aproximadamente,

dmin = 4.1 m|.
La bisectriz interior tiene el acimut
2° + 157°
# = 114.5°.

En consecuencia, la recta perpendicular que une las varillas tiene el acimut

114.5° — 90° = 24.5°,

con la direccién opuesta a 204.5°.

Numeremos la varilla situada al suroeste como 1y la situada al noreste como 2. Las proyecciones hacia
las localidades son

ny-d=dcos(72° — 24.5°) = dsin42.5° = %,

A
np-d=dcos(157° — 24.5°) = -7

Asi, los ajustes de fase son:

Recepcion deseada Fase de la varilla situada al noreste respecto a la situada al suroeste

Maxima en Koper; nula en Buje = Retrasada 90°

Méaxima en Buje; nula en Koper  Adelantada 90°

La solucién se comprobo con la solucidn oficial.

Problema 2: Efecto Hall en una barra de InSb

[

Por una barra larga con forma de paralelepipedo rectangular de aristas a, by c (a > b > ¢),
fabricada con el semiconductor InSb, circula una corriente I paralela a la arista a. La barra se
encuentra en un campo magnético externo B paralelo a la arista c¢. El campo magnético producido
por la corriente I puede despreciarse. Los portadores de corriente son electrones. La velocidad
media de los electrones en un semiconductor en presencia Unicamente de un campo eléctrico es
v = uFE, donde p se denomina movilidad. Si también hay un campo magnético, el campo
eléctrico deja de ser paralelo a la corriente. Este fendmeno se conoce como efecto Hall.

a) Determine el mddulo y la direccién del campo eléctrico en la barra necesarios para producir la
corriente descrita anteriormente.

b) Calcule la diferencia de potencial eléctrico entre puntos opuestos de las superficies de la barra
en la direccion de la arista b.

c) Halle la expresién analitica de la componente continua de la diferencia de potencial eléctrico
del caso b) si la corriente y el campo magnético son alternos (CA); I = Ipsinwty
B = By sin(wt + 9).

d) Disefe y explique un circuito eléctrico que permita, aprovechando el resultado c), medir la
potencia consumida por un aparato eléctrico conectado a la red de CA.
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eo=—1.6-10"1 As.

Enunciado traducido del texto oficial en ing

Respuestas

¢ a) El campo eléctrico es

lés.

Datos: La movilidad de los electrones en InSb es 7.8 m?T/ Vs, la concentracién de electrones en
InSbes 2.5-10”m 3 I=1.0A, B=0.10T,b=1.0cm, ¢ = 1.0 mm,

Elijamos unos ejes que formen un sistema dextrdgiro, con +X en el sentido de la corriente
convencional y +z en el sentido del campo magnético. Sean e = —ey > 0 y n la concentracion
de electrones, y definamos la tensién de Hall como

Ug=V(y=+b/2) - V(y=—-b/2).

I
E

A

1B

- nebcp *

N S 9 kS —il
Y = (3.2x —2.5y) Vm ™ .

e b)

Su médulo es|4.1 Vm ™| Es perpendicular a B y forma un 4ngulo de

0 = tan ! (uB) = 38°

con la direccién de la corriente, hacia —y, que es el sentido de j x B.

Un

1B

nec

= =25x%x102V =25mV.

e C)

La cara 4y esta a mayor potencial.

e d) Utilice una bobina de corriente conectada en serie para producir B(t) = kriy(t), y
alimente la barra de Hall mediante una rama resistiva de medida de tensién de modo que
I (t) = kyu(t). Un voltimetro que mida el valor medio, conectado entre las caras
perpendiculares a b, indicara entonces

H:

kukr
nec

Pa P = UrmsIL,rms COS .

L

Solucion

Calibre su escala directamente en vatios.

Consideramos la region central uniforme de la barra larga, despreciando los efectos de los contactos y

el campo magnético generado por su corriente. Las caras transversales estan en circuito abierto, por lo
qgue no hay corriente transversal en régimen estacionario.
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Para los célculos numéricos, la movilidad se interpreta como 7.8 m2/(V s), tal como exige v = pE; la
unidad sz/Vs que figura en los datos es dimensionalmente incompatible con esta relacion.

a) Moédulo y direccién del campo eléctrico
La densidad de corriente y la velocidad de deriva de los electrones estan relacionadas mediante
j = —nev,.

Como el area de la seccion transversal es bc,

. I, .
J= X, Ve = —U4X, Vg =

be

La ley de movilidad dada relaciona la rapidez con el médulo del campo. En forma vectorial, los

I

nebc

electrones se desplazan en sentido opuesto al campo eléctrico cuando no hay campo magnético.

En el modelo habitual de movilidad isétropa, las colisiones ejercen una fuerza media de resistencia
—eve/,u. Por tanto, el equilibrio de fuerzas en régimen estacionario en presencia de ambos campos es

e
0=—e(E+vexB)— —ve.
"
En consecuencia,
E--Y¢ v xB.
"

Con B = Bz,
v, X B = (—vg%) x (Bz) = v4By,

de modo que

E-= 2% u,By.
7

La componente longitudinal mantiene el movimiento de deriva frente a las colisiones. La componente
transversal equilibra la fuerza magnética. En particular, la fuerza magnética empuja inicialmente a los
electrones hacia la cara —y; su acumulacion produce el campo necesario en el sentido —y.

Numéricamente,
be = (1.0 x 1072)(1.0 x 107®) = 1.0 x 10™° m?,
1.0 .

— =25bms .
(2.5 x 10%%)(1.6 x 10719)(1.0 x 1079)

Asi,
E, = T3 = 32Vm -, E,=-25(0.10) = —2.5Vm -, E,=0.
El médulo es
E=,/E2+E2= ! \/1+ (puB)2={41Vm!|
Y nebcu

El angulo medido desde +X hacia —¥ satisface

L
tanf = = = uB =0.78,

x

lo que da
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60 = 38°|
b) Diferencia de potencial transversal

Elijamos puntos opuestos de las dos caras perpendiculares a b con la misma coordenada longitudinal.
ComoE = -VYV,

b/2
Ug =— E, dy = —Eyb = vy Bb.
—b/2
Al sustituir la rapidez de deriva se obtiene
IB
Ug = —.
nec
Numéricamente,
(1.0)(0.10)
= =10.025V =25mV|

(2.5 x 10%2)(1.6 x 107 )(1.0 x 1073)
La cara —y acumula electrones y estd a menor potencial; la cara 4y esta a mayor potencial.
c) Componente continua para una corriente y un campo magnético alternos

Supongamos un funcionamiento cuasiestatico: la deriva de los electrones vy la distribucion de carga de
Hall siguen las sefiales aplicadas con suficiente rapidez, y la tension inducida en los cables de medida
es despreciable. La tension instantanea de Hall es entonces

_I()B() _ IyBy

Ur(t) sin wt sin(wt + 6).
nec nec
Utilizando
1
sin Asin B = 5 [cos(A — B) — cos(A + B)],
obtenemos
IyB
Un(t) = =22 [cos § — cos(2wt + 8)).
2nec
El valor medio del segundo término a lo largo de un ciclo es cero. Por tanto,
— IyB
UHDC = UH = 0=0 cos 0.
' 2nec
De forma equivalente,
Uy — LomsBrms o
nec

La sefal de salida contiene una componente continua y una ondulacién al doble de la frecuencia
aplicada. Su componente continua se anula cuando las dos sefiales de entrada estan en cuadratura.

d) Circuito para medir la potencia en CA

El resultado del apartado c) convierte el elemento Hall en un multiplicador: su tension transversal es
proporcional al producto de su corriente longitudinal por el campo magnético.

Un circuito adecuado tiene las siguientes conexiones:
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1. Conecte una bobina generadora de campo en serie con el aparato. Coloque la barra de Hall
dentro de la bobina, con su direccién ¢ paralela al campo. Utilice una bobina lineal,
preferiblemente con nucleo de aire, de modo que

B(t) = kyig(t),
donde i1(t) es la corriente del aparato y k1 es la constante de campo de la bobina.

2. Conecte una rama independiente entre los bornes de la red de CA, formada por una resistencia
no inductiva R de valor elevado en serie con los dos contactos de los extremos longitudinales de
la barra de Hall. La resistencia longitudinal de la barra se obtiene del apartado a):

F.a a

"H= T o neubc

Asi, si la reactancia de la rama es despreciable,

u(t)

) =gy

= kUU(t).

Al elegir R > rp, se obtiene ki ~ 1/R y se limita la corriente de medida.

3. Conecte los contactos Hall opuestos de las caras perpendiculares a b, situados en la misma
posicién longitudinal, a un voltimetro de alta impedancia de entrada que mida el valor medio.
También es adecuado un filtro paso bajo con una etapa separadora, seguido de un medidor de
continua. Calcule el valor medio a lo largo de muchos ciclos de CA.

Despreciemos la caida de tensién en la bobina generadora de campo y el efecto de carga de la rama de
medida de tension. Entonces u(t) es también la tensién del aparato, y

_ Ia(®)B@{) _ kuks "

t t)ir(t).
Un(t) nec nec (8)ir(?)
Por tanto, su valor medio es
— kykr ———  kyk
U = ——L u(t)ip(t) = ——LP.
nec nec

Para un funcionamiento sinusoidal, escribamos
u(t) = Uy sin wt, ir(t) = Iosin(wt — ¢).
Entonces

I
p_ UoIro

Cos @ = UrmsIL,rms Cos .

Por consiguiente, el medidor mide la potencia media consumida, incluida la dependencia del factor de
potencia. Su calibracién en vatios es

nec —

P = koks Ug.

La solucién se comprobo con la solucion oficial.

Problema 3: Sonda espacial que escapa del sistema solar con la ayuda
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de Marte

[

En un proyecto de investigacion espacial se estudian dos procedimientos para lanzar una sonda
espacial fuera del sistema solar. El primer procedimiento (i) consiste en lanzar la sonda con una
velocidad suficientemente grande para escapar directamente del sistema solar. Segun el segundo
(i), la sonda debe acercarse a uno de los planetas exteriores y, con su ayuda, cambiar su
direccion de movimiento y alcanzar la velocidad necesaria para escapar del sistema solar.
Suponga que la sonda se mueve bajo la accién del campo gravitatorio Unicamente del Sol o del
planeta, segun cudl de los dos campos sea mas intenso en ese punto.

a) Determine la velocidad minima y su direccién respecto al movimiento de la Tierra que debe
impartirse a la sonda en el lanzamiento segun el procedimiento (i).

b) Suponga que la sonda se ha lanzado en la direccion determinada en a), pero con otra
velocidad. Determine la velocidad de la sonda cuando cruza la érbita de Marte, es decir, sus
componentes paralela y perpendicular a esta drbita. Marte no se encuentra cerca del punto de
cruce cuando este se produce.

c) Suponga que la sonda entra en el campo gravitatorio de Marte. Halle la velocidad minima de
lanzamiento desde la Tierra necesaria para que la sonda escape del sistema solar.

Indicacién: A partir del resultado de a), conoce el médulo éptimo y la direccion de la velocidad
que necesita la sonda para escapar del sistema solar después de abandonar el campo gravitatorio
de Marte. (No es necesario preocuparse por la posicion precisa de Marte durante el encuentro.)
Halle la relacién entre esta velocidad y las componentes de la velocidad antes de que la sonda
entre en el campo gravitatorio de Marte, es decir, las componentes que determind en b). ;Qué
ocurre con la conservacion de la energia de la sonda?

d) Estime el maximo ahorro fraccionario posible de energia en el procedimiento (ii) respecto al
procedimiento (i). Notas: Suponga que todos los planetas giran alrededor del Sol en drbitas
circulares, en el mismo sentido y en el mismo plano. Desprecie la resistencia del aire, la rotacién
de la Tierra alrededor de su eje y la energia empleada para escapar del campo gravitatorio
terrestre.

Datos: La velocidad de la Tierra alrededor del Sol es de 30 km/s, y la razén entre las distancias de
la Tierra 'y de Marte al Sol es 2/3.

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

SeaV = 30km s’l, y sea u la rapidez de lanzamiento respecto a la Tierra.

e a) El lanzamiento debe realizarse en la direccién y el sentido del movimiento orbital de la
Tierra, con

Ui min = (V2 — 1)V = 12.4kms .
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e b) Para un lanzamiento prégrado con rapidez u, las componentes heliocéntricas en la drbita
de Marte son

2 5 2
v =z (V+u), UL=\/—(V+U)2—§

2
9 V5

donde v | apunta radialmente hacia fuera en el primer cruce. Para alcanzar esta érbita se
requiere u > 2.86kms L.

e ¢c)ConVy = \/2/3 V., la rapidez minima de lanzamiento respecto a la Tierra es

2 4
Usimin = Vi 3 + \/5 + (\/5— 12| -V = 5.56 kms !,

El lanzamiento es prégrado; la velocidad de salida éptima también es prégrada y tangencial
a la érbita de Marte.

e d) El maximo ahorro fraccionario de energia de lanzamiento es

2
) ~ 0.800,

Ei — Eii 1 [ Wibmin
E;

es decir, aproximadamente .

Ui, min

L

Solucion

Denotemos los radios orbitales de la Tierra y de Marte por r y R, respectivamente, y definamos
@ = GMg. La razén proporcionada y la condicidn de érbita circular dan
r_ E’ v B
R 3 r
Todas las velocidades de la sonda que aparecen a continuacién son heliocéntricas, salvo que se
indique explicitamente lo contrario. Se desprecia el campo gravitatorio terrestre, tal como se indica en

el enunciado.
a)

La sonda escapa del Sol si su energia mecanica especifica es no negativa:

1
€= — %—ﬁ>0.
2 r

Por tanto, su rapidez heliocéntrica inicial debe satisfacer

’UoZ 2—M:\/§V
\' r

Para una rapidez de lanzamiento dada u respecto a la Tierra, la mayor rapidez heliocéntrica posible es
V + wu, que se obtiene al lanzar la sonda paralelamente al movimiento de la Tierra y en su mismo
sentido. Por tanto,

V+ Ujmin — \/5 V7

de modo que
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Ui min = (\/5 — 1)V =12.4kms L.

La rapidez heliocéntrica correspondiente es 42.4km s~!. En este umbral, la trayectoria es parabdlica,

con rapidez nula en el infinito.
b)
Para un lanzamiento prégrado, definamos
vo =V + .

La velocidad inicial es tangencial a la drbita terrestre.

Entre las orbitas de la Tierra y de Marte, la fuerza del Sol es central, por lo que se conserva el momento

angular respecto al Sol:
TUvy = R’UH.

En consecuencia,

2 2
v =3gv =g {V+u).

La conservacion de la energia mecénica da

1, M_l 2 2 1%
=g 0fed) R

Utilizando /7 = V2y u/R = %Vz,

2
2 2 2 2
U||+UL—UO—§L .

/5 2 5 2
V| = 6’0%— §V2: \/§(V+’U,)2— sz

Esta es la componente radial hacia fuera en el primer cruce. Su signo se invierte en un cruce hacia
dentro.

Restando v2| = %v%,

Para que la sonda alcance el radio orbital de Marte, el radicando debe ser no negativo:

6
5

/6
u > - 1|V =2.86kms .

La igualdad corresponde a una 6rbita cuyo afelio toca justo la érbita de Marte.

vi > —V2,

Por tanto,

c)

La rapidez orbital de Marte es

Vi =4/5 = \/EV:24.5kms_1.
VR 3
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Consideremos que el encuentro estd localizado y es breve en comparacion con el movimiento orbital
de Marte, de modo que la velocidad de Marte puede considerarse constante. En el sistema de
referencia de Marte, la velocidad de |la sonda a la entrada tiene las componentes

’wH:’UH—VM, w, =v,.
Por tanto, su médulo viene dado por
w? = (v — Vu)® + 7.
En este sistema de referencia, el encuentro gravitatorio conserva la energia mecanica. A distancias

iguales de Marte antes y después del encuentro, la rapidez relativa es la misma, aunque su direccién
cambia.

Si la velocidad relativa de salida forma un angulo 8 con el movimiento de Marte, la rapidez heliocéntrica
de salida satisface

v2 = Viy +w? + 2Vywcos .
Es maxima cuando 8 = 0, lo que da
Vout,max = Vi + w.

Asi pues, el encuentro éptimo orienta la velocidad relativa de salida en la direccién y el sentido del
movimiento de Marte.

La rapidez de escape del Sol al radio orbital de Marte es

2
vesc(R) = EN = \/§VM

En consecuencia, la rapidez relativa minima necesaria es

Wmin — (\/E — 1)VM

Utilicemos ahora las componentes halladas en el apartado b):

w? = vﬁ + 2 — 2V + Vi

2 4
=05 — V2 — —Vyvo + V5.
3 3
Puesto que V2 = %V2, esto se simplifica a
4
w2 = v% — §VMUO‘

En el umbral de escape,
4 _
’U% — §VM1)0 = (\/2 — 1)2VJ\%[

La raiz positiva es

2 4 —
V0,min = VM g + \/6 + (\/2 — 1)2 = 35.5556... kmsfl.

Por tanto, la rapidez de lanzamiento necesaria respecto a la Tierra es

Usimin = Vo,min — V = 5.56kms .
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1

Este valor supera los 2.86 km s~ necesarios para alcanzar la érbita de Marte, por lo que la trayectoria

de entrada es posible.

El lanzamiento prégrado también minimiza la rapidez necesaria entre todas las direcciones de
lanzamiento posibles. Para verlo, sea « el angulo de lanzamiento respecto al movimiento de la Tierra 'y
escribamos g = r/R = 2/3. Las mismas relaciones de energia y momento angular dan

w? =u?+ 2Vu(1 — q3/2) cosa + V2(3q —1— 2q3/2),

Para un valor fijo de u, esta expresion es maxima cuando cos @ = 1, puesto que g < 1. Por tanto, el
lanzamiento progrado proporciona la mayor rapidez relativa disponible durante el encuentro para una
rapidez de lanzamiento dada.

Numéricamente, la trayectoria de entrada dptima tiene
v =23.70kms™", v, =10.12kms".
Estos valores dan w = 10.15km s~!. Después de la desviacién 6ptima,
Vout = Var + w = 34.64kms™ ! = \/§VM,
tal como se requiere.

No se viola la conservacidn de la energia. La energia heliocéntrica de la sonda aumenta durante el
encuentro en

AE =mV - (Wout — Win).
Para la desviacion 6ptima, esto se convierte en
AFE = mVuy [w — (UH — VM)} > 0.

Esta energia procede del movimiento orbital de Marte. El cambio de velocidad correspondiente de
Marte es despreciable porque su masa es mucho mayor que la de la sonda.

d)

Despreciando la energia de escape terrestre, la energia impartida en el lanzamiento en el sistema de
referencia de la Tierra es

1
Elaunch = _mu2-
2
Por tanto, el maximo ahorro fraccionario es
E; — By
fmax - T
1 <Uii,min ) 2
Ui, min
(555519 )
B 12.42641

= 0.80015.

Asi pues,

fmax =~ 80%.
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Las energias de lanzamiento correspondientes por unidad de masa de la sonda son aproximadamente
77.2MJ kg*1 para el escape directoy 15.4 MJ kgf1 con la asistencia gravitatoria ideal de Marte.

La solucidon se comprobd con la solucion oficial.
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