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Aufgabe 1: Brechung in einem geschichteten Medium und die
Luftspiegelung in der Wiiste

[
a) Betrachten Sie eine planparallele transparente Platte, deren Brechungsindex 1 mit dem
Abstand z von der unteren Oberflache variiert (siehe Abbildung). Zeigen Sie, dass

n 4 sin a = npsin 8. Die Bezeichnungen entsprechen denen in der Abbildung.

ai n ZA
1
.

nz)

b) Nehmen Sie an, Sie stehen in einer groBen, ebenen Wiste. In einiger Entfernung sehen Sie
etwas, das wie eine Wasserflache aussieht. Wenn Sie sich dem ,Wasser"” nahern, scheint es sich
so von |lhnen zu entfernen, dass der Abstand zum ,Wasser" stets gleich bleibt. Erklaren Sie dieses
Phanomen.

c) Berechnen Sie die Temperatur der bodennahen Luft in b), unter der Annahme, dass sich lhre
Augen 1.60 m dber dem Boden befinden und der Abstand zum ,Wasser" 250 m betragt. Der
Brechungsindex der Luft bei 15°C und normalem Luftdruck (101.3 kPa) betragt 1.000276. Die
Temperatur der Luft in mehr als 1 m Hohe iber dem Boden wird als konstant und gleich 30°C
angenommen. Der Luftdruck wird als normal angenommen. Fir den Brechungsindex n gilt, dass
n — 1 proportional zur Dichte der Luft ist. Diskutieren Sie die Genauigkeit Ihres Ergebnisses.

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Gibersetzt.
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Antworten

« a) Die ErhaltungsgréBe ist n(z) sin 8(z), wobei 6 der Winkel zum Lot ist. Folglich gilt

|nAsina = nBsin[3|.

¢ b) Es handelt sich um eine untere Luftspiegelung: HeiBe, weniger dichte Luft in
Bodennahe lenkt Himmelslicht nach oben in die Augen des Beobachters. Die scheinbare
Wasserflache bleibt in konstantem Abstand, weil die horizontale Temperaturverteilung und
die Augenhohe des Beobachters unverandert bleiben.

e ¢) Wenn man 250 m als den scheinbaren Abstand zum nahen Rand der Luftspiegelung
auffasst, ergibt sich

T,

ground air = 329K ~ 56°C|.

Die Kleinwinkelndherung tragt weniger als 0.001°C zum Fehler bei; die Unsicherheit bei der
Bestimmung des scheinbaren Randes und Abweichungen von einer idealen Schichtung der
Atmosphare sind bedeutsamer.

.

Losung
a)

Wir unterteilen die Platte in viele dliinne horizontale Schichten, die jeweils einen naherungsweise
konstanten Brechungsindex haben. Es sei n; der Brechungsindex der Schicht 7z und 6; der Winkel des
Lichtstrahls zum Lot in dieser Schicht.

Das Snelliussche Brechungsgesetz liefert an jeder Grenzflache
n;sin@; =n; ;sinf; ;.
Da alle Grenzflachen parallel sind, haben ihre Normalen dieselbe Richtung. Unter Einbeziehung der
Eintritts- und Austrittsflachen gilt
nasina =nisinf; =--- =nysinfy = npsinS.
Der Grenzlibergang zu unendlich diinnen Schichten ergibt das Resultat fur einen kontinuierlich
veranderlichen Brechungsindex:

n(z)sin6(z) = p = konstant|, na4sina = npsin §|.

b)

Das Sonnenlicht erwarmt die Wiistenoberflache, die wiederum die Luft unmittelbar dariiber erwarmt.
Bei naherungsweise konstantem Druck hat diese warmere Luft eine geringere Dichte und damit einen
kleineren Brechungsindex. Der Brechungsindex nimmt daher innerhalb der heiBen Schicht mit der Hohe
Zu.

Betrachten wir einen Strahl des Himmelslichts, der unter einem flachen Winkel zum Boden nach unten
verlauft. Aus Teil a) folgt

sinf(z) = "
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Wenn der Strahl in Luft mit kleinerem Brechungsindex eintritt, nimmt sein Winkel 8 zur Vertikalen zu.
Erreicht er eine Hohe, in der n(z) = p gilt, so verlauft er horizontal. AnschlieBend wendet er sich nach
oben zu Bereichen mit groBerem Brechungsindex und kann den Beobachter erreichen.

Der Beobachter verlangert das einfallende Licht gedanklich geradlinig riickwarts und sieht daher
Himmelslicht, das scheinbar von unterhalb des Horizonts kommt. Dies ahnelt der Spiegelung des
Himmels im Wasser. Bei einem glatten Temperaturgradienten erfolgt die Umkehr durch kontinuierliche
Brechung.

Ist die Atmosphare in horizontaler Richtung gleichférmig, so bleibt die optische Situation bei einer
horizontalen Bewegung unverandert. Bei fester Augenhohe bleibt die Winkellage des nahen Randes der
Luftspiegelung — und damit sein scheinbarer Abstand — konstant.

c)

Es bezeichne n. den Brechungsindex auf Augenhdhe und n4 den kleinsten Brechungsindex in der
heiBesten Luft unmittelbar am Boden. Wir setzen die Gultigkeit der geometrischen Optik, eine
horizontale Schichtung und eine zum Boden hin zunehmende Temperatur voraus.

Zunachst bestimmen wir den Brechungsindex als Funktion der Temperatur. Fir Luft, die als ideales Gas
bei konstantem Druck behandelt wird, gilt

1

?7

wobei T' die absolute Temperatur ist. Wegenn — 1 o p gilt

A

?7

p X

n(T)—1=
mit
A = (1.000276 — 1)(273.15 + 15) = 0.0795294 K.

Die Augen befinden sich oberhalb von 1 m Hohe, sodass die sie umgebende Luft die Temperatur

T. = 303.15K
hat. Folglich gilt
ne =1+ M = 1.000262343.
303.15

Es sei § der Senkungswinkel des nahen Randes der Luftspiegelung unter die Horizontale. Wenn wir die
angegebene Entfernung als scheinbaren Abstand in der Bodenebene auffassen, ergibt die geradlinige
Ruckverlangerung der Blickrichtung
h 1.60
tand = — = —— = 0.00640,
D 250

also
6 = 0.0063999rad ~ 0.367°.

Der nahe Rand wird durch den Grenzstrahl bestimmt, der in der Luft mit dem kleinsten Brechungsindex
horizontal verlduft. Auf Augenhohe betragt sein Winkel zur Vertikalen 90° — §; an seinem Umkehrpunkt
betragt dieser Winkel 90°. Teil a) liefert daher

n. sin(90° — 6) = n,sin 90°,

oder
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Tle

V1+ (h/D)?

Strahlen mit einem kleineren Senkungswinkel kehren oberhalb des Bodens um und bringen

Ng = NeCOSI =

Himmelslicht zum Beobachter. Strahlen mit einem groBeren Senkungswinkel erreichen den Boden.

Numerisch ergibt sich
B 1.000262343
’ /17 (1.60/250)2

= 1.000241859.

Somit gilt
T — A B 0.0795294 _ 393 896K
7" ny,—1  0.000241859 T ’
und damit
T, ~ 56°C|.

Fir die Genauigkeit ist die folgende Abnahme des Brechungsindex maBgeblich:
ne — ng ~ 2.05 x 107°.

Der Winkel ist so klein, dass das Ersetzen von
1

v/ 1+ (h/D)?

durch 1 — +(h/D)? die berechnete Temperatur nur um etwa 0.0009 K andert.

cosd =

Die Annahmen zur Beobachtung und zur Atmosphare fallen starker ins Gewicht. Differenziert man die
Temperaturformel bei festgehaltenem Referenzbrechungsindex und festgehaltener Temperatur der
oberen Luftschicht, so ergibt sich bei den angegebenen Werten

ar, ~ 55.7K (4R _ 4D
9= h D)

Ein Fehler von 1% in h/ D andert die daraus ermittelte Temperatur somit um etwa 0.56°C.

Ein unscharfer Rand der Luftspiegelung, Turbulenz, ungleichmaBige Erwarmung und Abweichungen
von der horizontalen Schichtung konnen groBere Fehler verursachen. Das genaue vertikale Profil ist flir
die ideale Berechnung des Grenzwinkels nicht erforderlich, wohl aber ein klar erkennbarer Rand, der
der heiBesten Luft zugeordnet ist. Da keine Messunsicherheiten angegeben sind, lasst sich keine
numerische Fehlergrenze rechtfertigen.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.

Aufgabe 2: Seiches in Seen

[
In manchen Seen tritt ein merkwirdiges Phanomen auf, das als ,Seiche” bezeichnet wird und eine
Schwingung des Wassers darstellt. Seen, in denen man dieses Phanomen beobachten kann, sind
gewohnlich im Verhaltnis zu ihrer Tiefe lang und auBerdem schmal. Wellen in einem See sind ein
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vertrauter Anblick, nicht aber eine Erscheinung wie eine Seiche, bei der das gesamte
Wasservolumen schwingt, ahnlich wie der Kaffee in einer Tasse, die man zu einem wartenden Gast
tragt.

< L >

Um ein Modell flir die Seiche zu entwickeln, betrachten wir Wasser in einem rechteckigen
Behalter. Die Lange des Behalters betragt L, die Wassertiefe h. Nehmen Sie an, dass die
Wasseroberflache zu Beginn einen kleinen Winkel mit der Horizontalen bildet. Daraufhin setzt die
Seiche ein, und wir nehmen an, dass die Wasseroberflache eben bleibt, jedoch um eine Achse
schwingt, die in der horizontalen Ebene in der Mitte des Behalters liegt.

Entwickeln Sie ein Modell flr die Bewegung des Wassers und leiten Sie eine Formel fiir die
Schwingungsdauer 1" her. Die Anfangsbedingungen sind in der obigen Abbildung dargestellt.
Nehmen Sie an, dass & < h. Die folgende Tabelle zeigt experimentell bestimmte
Schwingungsdauern flir verschiedene Wassertiefen in zwei Behaltern unterschiedlicher Lange.
Uberpriifen Sie auf geeignete Weise, wie gut die von lhnen hergeleitete Formel mit den
experimentellen Daten Ubereinstimmt. Beurteilen Sie die Glite Ihres Modells.

Tabelle 1. L = 479 mm

h/mm 30 50 69 88 107 124 142
T/s 178 140 118 1.08 100 091 0.82

Tabelle 2. L = 143 mm

h/mm 31 38 58 67 124
T/s 052 052 043 035 028

Das folgende Diagramm zeigt Messergebnisse vom Vatternsee in Schweden. Dieser See hat eine
Lange von 123 km und eine mittlere Tiefe von 50 m. Welche Zeitskala hat das Diagramm?

cp\T T T TTITTTOY 0 L Tr T T T

Basledalen

WW\/\/WW\/\_ e

Jonkdpang
Lt 44

P S S T B

Der Wasserstand in Bastudalen (am Nordende des Vatternsees) und Jonkdping (am Stidende).
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werde

L

Losung
2 — Mod

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Ubersetzt.

Antworten

Aufgabe 2 enthalt weder nummerierte Teilaufgaben noch gedruckte Punktangaben. Die Fragen

n in der Reihenfolge beantwortet, in der sie abgedruckt sind.

2 — Bewegung und Schwingungsdauer: Ein einfaches Modell, das den Schwerpunkt und
die hydrostatischen Krafte an den Stirnwanden verwendet, ergibt harmonische
Schwingungen mit

T, = &

v/ 3gh

Ein Energiemodell, das die raumliche Anderung der horizontalen Strémungsgeschwindigkeit

berlcksichtigt, liefert die verfeinerte Abschatzung

oL L
T, = T2 1987 2.

V/10gh Vgh

2 — Vergleich mit dem Experiment und Giite: T}, unterschatzt die gemessenen
Schwingungsdauern im langeren Behalter um 10.0-15.2% und im kiirzeren um 8.6-20.0%.

Das Modell erfasst ndherungsweise das Skalierungsverhalten T' o L/\/ﬁ Die
Energieabschatzung stimmt besser mit den Messwerten Uberein: lhre groten
Abweichungen betragen 7.1% beziehungsweise 12.4%. Beide Modelle sind nur
eingeschrankt glltig, wenn die Tiefe mit der Lange vergleichbar wird.

2 — Vatternsee: T() ~ 2.8 h, wéhrend T} ~ 3.1 h. Das Diagramm zeigt somit ungefahr
drei Stunden pro Schwingung oder zwei Stunden pro horizontalem Teilstrichabstand,
wobei insgesamt etwa eineinhalb Tage dargestellt sind.

ell der Bewegung und Schwingungsdauer

Der Behalter habe die Breite b, und die Dichte des Wassers sei p. Die horizontale Koordinate & wird von
der Mitte des Behalters aus gemessen. Wir schreiben die Hohe der Wasseroberflache tiber dem Boden

als

H(z,t) = h+ n(x,t), n(z,t) = , —

<z<
L

2q(t)x L L
2 2

Damit betragen die Wassertiefen am linken und rechten Ende h — g beziehungsweise h + q. Zu Beginn
gilt g = €&.

Wir vernachlassigen Viskositat, Dampfung und Oberflachenspannung. Flr einen langen, flachen

Behalter

konnen vertikale Beschleunigungen zunachst vernachlassigt und der Druck als

naherungsweise hydrostatisch angenommen werden. Die kleine Amplitude, |q[ < h, ermoglicht ein

lineares Schwingungsmodell.
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Die Gesamtmasse betragt
M = pbLh,

da das Volumen oberhalb der mittleren Wasseroberflache gleich dem darunter fehlenden Volumen ist.
Die horizontale Koordinate X des Schwerpunkts lautet

L/2
X = °b zH(z,t) dx

M J r)
1 2 L/2

- - = x2dz
Lh L 12

EZ

| 6h |

Die hydrostatische Kraft, die eine Stirnwand auf Wasser der Tiefe H ausiibt, hat den Betrag

H
1
b/ pg(H — z)dz = Epng2.
0
Folglich ist die resultierende horizontale Kraft auf das Wasser

F&=§w¢ﬁh—qf—(h+®ﬂ

= —2pgbhg.

Die Kraft ist rlicktreibend: Wenn das Wasser rechts hoher steht, wirkt sie nach links. Das zweite
Newtonsche Gesetz ergibt

MX =F,,
oder
bLhi j = —2pgbh
p 6h q= pgong.
Somit gilt
.. 12gh
q-+ 72 97 0}
Dies ist eine harmonische Schwingung mit
v/12gh o 2T 7L
wO = — 0= — = — |.
L’ Wo \/3gh

Wird das Wasser aus der dargestellten Anordnung ohne Anfangsgeschwindigkeit freigegeben, so gilt

q(t) = & cos(wot), n(z,t) = 2§T$COS((U()T,).

Die beiden Enden schwingen daher gegenphasig. Die Schwingungsdauer ist unabhangig von der
kleinen Amplitude, der Breite und der Dichte.

Eine Energieabschatzung unter Beriicksichtigung der Stromungsgeschwindigkeit

Die ebene Oberflache ist eine Naherung fir die tatsachliche Bewegung. Wir kdnnen den Einfluss einer
genaueren Beschreibung der inneren Stromung abschatzen, indem wir ein Energiemodell aufstellen.
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Wir nehmen an, dass die horizontale Geschwindigkeit u(w, t) Uber die Tiefe naherungsweise konstant
ist. Die um die Tiefe h linearisierte Volumenerhaltung verlangt

on ou
— +h— =0.
ot * ox 0

Mitn = 2qx/L und der Bedingung, dass durch beide Stirnwande keine horizontale Stromung erfolgt,
ergibt sich

Die horizontale Geschwindigkeit ist in der Mitte am groBten und verschwindet an den Wanden. In der
Flachwassernaherung ist die kinetische Energie der vertikalen Bewegung klein gegeniber derjenigen
der horizontalen Bewegung. Daher gilt

Die Zunahme der potenziellen Energie im Schwerefeld gegentber derjenigen bei horizontaler
Wasseroberflache betragt

b L/2
v=L2 [ [(h+m)?-hda
L2
L/2
= Pgb n? dx
2 Jorp
_ pgbL .
6 Y

wobei der zu fndac proportionale Term aufgrund der Volumenerhaltung verschwindet.

Aus der Erhaltung von K + U folgt nun

und damit

2L 6
T = —— =/ =Ty.
\/10gh 5
Diese Abschatzung ergibt eine um etwa 9.5% langere Schwingungsdauer als das einfache
Schwerpunktmodell.

Die unterschiedlichen Koeffizienten spiegeln die naherungsweisen Beschreibungen der Bewegung
wider: Das erste Modell verwendet hydrostatische Krafte an den Stirnwanden, wahrend das zweite die
Energie eines volumenerhaltenden Stromungsansatzes verwendet. Die tatsachliche freie Oberflache
weicht im Allgemeinen von einer Ebene ab, sodass keiner der beiden Koeffizienten als exaktes
hydrodynamisches Ergebnis angesehen werden sollte.
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2 — Vergleich mit den Messungen und Giite des Modells
Mit g = 9.81 ms—?2 ergeben sich die folgenden vorhergesagten Schwingungsdauern:
Fiur L = 479 mm:

h (mm) GemessenesT (s) T,(s) T (s)

30 1.78 1.60 1.75
50 1.40 1.24 1.36
69 1.18 1.06 1.16
88 1.08 0.935 1.02
107 1.00 0.848 0.929
124 091 0.788 0.863
142 0.82 0.736 0.806

Fur L = 143 mm:

h (mm) GemessenesT (s) Ty (s) Ti(s)

31 0.52 0.470 0.515
38 0.52 0.425 0.465
58 0.43 0.344 0.377
67 0.35 0.320 0.350
124 0.28 0.235 0.258

Flr einen quantitativen Vergleich definieren wir die relative Abweichung als

. Tmodel - Tmeasured

Tmeasured
Das einfache Modell liefert Schwingungsdauern, die systematisch unter den beobachteten Werten
liegen: im langeren Behalter um 10.0-15.2% und im kiirzeren um 8.6-20.0%. Die Energieabschatzung
verringert die maximalen absoluten Abweichungen auf 7.1% und 12.4%.

Das naherungsweise Skalierungsverhalten lasst sich auch anhand der folgenden dimensionslosen
GroBe Uberprufen:

Die experimentellen Werte liegen im langeren Behalter ungefahr zwischen 2.02 und 2.14 und im
kiirzeren zwischen 1.98 und 2.27. Sie liegen damit recht nahe an einer gemeinsamen Konstante. Die
beiden Modellvorhersagen lauten

P
Co= — ~1.814, C;=—2 ~1.987.

7

V3 V10
Die Modelle liefern somit eine nutzliche Beschreibung der GroBenordnung und der
Parameterabhangigkeit, und eine genauere Berlicksichtigung der Stromungsgeschwindigkeit
verbessert die Ubereinstimmung mit diesen Daten.
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Ihre Gltigkeit ist dennoch begrenzt. Die Verhéltnisse h /L reichen im langeren Behalter von 0.063 bis
0.30 und im kirzeren von 0.22 bis 0.87. Insbesondere liegen die Messungen bei den groBten Tiefen im
kirzeren Behalter auBBerhalb des Bereichs, in dem die Flachwassernaherung zuverlassig ist. Vertikale
Bewegungen und Abweichungen von der angenommenen ebenen Oberflache spielen dann eine Rolle.
Es sind keine experimentellen Unsicherheiten angegeben, sodass die Tabelle eine numerische
Ubereinstimmung, jedoch keine statistische Validierung belegt.

2 — Zeitskala der Messungen am See
Fir den Vatternsee gilt
L =1.23 x 10°m, h =50 m,
Damit ergibt sich
\/g_h ~22.1ms .
Das einfache Modell sagt voraus:

1.23 x 10°
T, = ™ ) ~101x10%s=[281]

3(9.81)(50)

Die Energieabschatzung liefert
_— 2m(1.23 x 10°)
10(9.81)(50)

~1.10 x 10*s = (3.1 h|

Dementsprechend liegen aufeinanderfolgende Maxima jeder der beiden Kurven ungefahr drei Stunden
auseinander.

Im wiedergegebenen Diagramm erstreckt sich eine vollstdndige Schwingung Uber ungefahr 1.5
horizontale Teilstrichabstande. Daher gilt

3h
Zeit pro Teilstrichabstand =~ 5 ~|2h]|

Die Aufzeichnung umfasst etwa zwolf Schwingungen, was ungefahr 36 h oder eineinhalb Tagen
entspricht. Die beiden Kurven sind annahernd gegenphasig, wie es fur Schwingungen an
gegenuberliegenden Enden des Sees zu erwarten ist.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.

Aufgabe 3: Elektronisches Frequenzfilter
[
Ein elektronisches Frequenzfilter besteht aus vier Bauelementen, die wie in der oberen Abbildung
miteinander verbunden sind. Die Impedanz der Quelle kann vernachlassigt und die Impedanz der
Last als unendlich angenommen werden. Das Filter soll so beschaffen sein, dass das
Spannungsverhaltnis Uout/Um die in der unteren Abbildung dargestellte Frequenzabhangigkeit
aufweist, wobei Uj;,, die Eingangsspannung und U, die Ausgangsspannung ist. Bei der Frequenz
fo ist die Phasenverschiebung zwischen den beiden Spannungen null.
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Ui, [i| Uour

Zum Aufbau des Filters stehen die folgenden Bauelemente zur Auswahl:

2 Widerstande, 10 kQ
2 Kondensatoren, 10 nF
2 Spulen, 160 mH (ohne Eisenkern und mit vernachlassigbarem Widerstand)

4 Ufn /Uour

v

Konstruieren Sie durch Kombination von vier dieser Bauelemente ein Filter, das die angegebenen
Bedingungen erfillt. Bestimmen Sie fur mdglichst viele Kombinationen von Bauelementen die
Frequenz fo und das Verhéltnis Uout/Um bei dieser Frequenz.

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Gibersetzt.

Antworten

e Aufgabe 3. Es gibt 12 zulassige Anordnungen der Bauelemente, wenn die dargestellte
Absenkung entsprechend der Beschreibung im Text als Betrag von Uout/Uin interpretiert
wird.

Die Positionen werden in dieser Reihenfolge definiert als
(Z1,Za, Z3, Z4) = (links waagerecht, rechts waagerecht, obere Briicke, senkrechter Querzweig).

Jedes R bezeichnet einen Widerstand von 10 kS2, jedes C' einen Kondensator von 10 nF und
jedes L eine Spule von 160 mH.

Anordnung der Bauelemente (Z1, Z2, Z3, Z4) fo  Uout/Uin bei fo
(R,R,C,C) oder (C,C, R, R) 1.59 kHz 2/3 ~ 0.667
(R,R,L,L) oder (L,L, R, R) 9.95kHz 2/3 ~ 0.667
(R,L,R,C) 5.63kHz  4/29 ~ 0.138
(R,C,R,L) 2.81kHz  4/29 ~ 0.138
(C,R,L,R) 5.63kHz  25/29 ~ 0.862
(L,R,C, R) 2.81kHz  25/29 ~ 0.862
(L,C,R, L) oder (L,C,C,R) 5.63kHz 1/2
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Anordnung der Bauelemente (Z1, Z3, Z3, Z4) fo Uout/Uin bei fo
(C,L,R,C) oder (C,L, L, R) 2.81kHz 1/2

Bei jeder Anordnung sind Ausgangs- und Eingangsspannung bei fj in Phase.

\

Losung
Die Aufgabe hat keine nummerierten Teilaufgaben. Wir leiten zunachst das Ubertragungsverhalten der

gegebenen Schaltung her, ermitteln dann die Anordnungen der Bauelemente und berechnen ihre
Minima.
Wir verwenden ideale Bauelemente mit
R=1.00 x 10*Q, C =1.00 x 10 °F, L = 0.160 H.

Im eingeschwungenen Zustand bei sinusformiger Anregung gilt bei Verwendung komplexer Zeiger mit
der Zeitabhangigkeit e™?

1
- wC’
Die vernachlassigbare Quellenimpedanz legt die Eingangsspannung fest. Die unendliche Lastimpedanz
bedeutet, dass kein Strom Uber einen auBeren Stromkreis aus dem Ausgangsanschluss abflieBt.

Zr =R, Z5, = iwlL, Zc w = 2nf.

Es sei V,,, die Spannung am Verbindungspunkt von Z1, Z5, Z,, gemessen gegeniiber dem
gemeinsamen unteren Leiter. Die Kirchhoffsche Knotenregel liefert
Vm_‘/in + Vm_Vout + Vm
Z Zy Zy

Durch Elimination von V,,, ergibt sich das komplexe Spannungsverhaltnis zu

Vour Z1Z> + Zu(Z1 + Zz + Z3)

H(w) — = .
Vin Z1Zy+ Zy(Zy + Zy+ Z3) + Z1Z3

ZweckmaBigerweise schreiben wir dies als

wobei

ZQ Z4 Z2Z4 Z4
K=22 24, 2224 24
Zs | Zs | 72 | 7

Anordnungen der Bauelemente. Wir definieren die dimensionslose Konstante
L
K= .
R2C

Fur jede der folgenden Anordnungen ergibt das Einsetzen in K

K:a+i<ﬂw—l), a, 8,7 > 0.
w

Die Bauelementcodes in der Tabelle sind in der Reihenfolge Z1Z2 4374 angegeben.
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ot B o
RRCC, CCRR 2 RC 1/(RO)
2

Anordnung

RRLL, LLRR L/R  R/L
RLRC k L/R 2/(RC)
RCRL k 2L/R 1/(RC)
CRLR 1/k RC 2R/L
LRCR 1/k 2RC  R/L
LCRL 1 L/R 2/(RC)
LCCR 1 RC 2R/L
CLRC 1 2L/R 1/(RC)
CLLR 1 2RC  R/L

Beispielsweise bedeutet die Anordnung RLRC

Z1 = R, ZQ = iwL, Z3 = R, Z4 =

iwC’
Sie ergibt
k=L, 1 , L, 1 :nﬂ'(ﬂ—i)
R iwCR CR? iwCR R wCR )’
wie in der Tabelle angegeben.
Frequenzabhangigkeit und Phase. Wir setzen
u = Pw — 7.
w
Dann gilt
 atiu | |2_ o? +u?

a+1+idu’ (a+1)24+u?’

Da
d|H|? _ 2a0+ 1 >0

d(w?)  [(a+1)? +u?]?
ist der Betrag fur u = 0 am kleinsten. AuBerdem gilt

du v
dw w?

sodass es genau ein Minimum bei positiver Frequenz gibt:
Y 1 /v

wn = —_— = — — 1.
) \/ AN

a
oa-+1

> 0,

Bei dieser Frequenz gilt

H(wo): >0}

Das Spannungsverhaltnis ist somit reell und positiv: Die Phasendifferenz ist wie gefordert null.

eulersolve.org/ipho/1984/ 13/15



In beiden Frequenzgrenzfallen gilt
w—0: u— —oo, w—00: uU— 400,

und folglich
lim H = lim H =1.

w—0 w—r00

Jede aufgefiihrte Anordnung weist daher den geforderten Kurvenverlauf auf: |hr Betrag beginnt bei
eins, fallt glatt bis zu einem einzigen positiven Minimum bei f; ab und steigt anschlieBend wieder

gegen eins an.

Zahlenwerte der Frequenzen und Spannungsverhaltnisse. Aus der Tabelle ergeben sich vier
verschiedene Frequenzen:

fro = 5= = 15915 x 10° Hz ~ [1.59 kHz],
frr = i = 9.9472 x 10° Hz ~ [9.95 kHz|,
fi= 2i\/zc_ 5.6270 x 10° Hz ~ [5.63 kHz],

= — 1 o135 x10°Hzi~ [2.81 kHz]

2LC
AuBerdem gilt
0.160 4
(10%)2(10°%) 25
Die moglichen minimalen Spannungsverhaltnisse sind daher
2
oa=2 HO = g,
o Kk L 4
o " 1+x RCH+L 29’
oo L 1~ RC 25
Tk " 1+x RXCH+L 29’
1
a=1 HO = 5

Die Kombination dieser Ausdriicke mit der Tabelle der Anordnungen liefert alle oben angegebenen
Antworten.

Vollstandigkeit der Anordnungen. Es gibt 54 Moglichkeiten, die vier Positionen mit Bauelementtypen
zu besetzen, wobei hochstens zwei Bauelemente jedes Typs zulassig sind: 18 verwenden je zwei
Bauelemente von zwei Typen, und 36 verwenden alle drei Typen.

Die Grenzwerte eins an beiden Enden erfordern, dass K sowohl fiir w — 0 als auch fiir w — oo
divergiert. Daraus ergibt sich eine einfache Moglichkeit, alle Zuordnungen zu Uberprifen. Wir schreiben
jede Impedanz als eine positive Konstante mal s?, mit

s = iw, br = 07 br = 11 bec = —1.
Die vier Terme von K haben die Exponenten

P2 — D3, P4s—DP3, P2+DPs—P1—P3, Ps—Di
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Die Bedingung fur die Grenzwerte ist genau dann erflllt, wenn diese Exponenten sowohl einen
positiven als auch einen negativen Wert enthalten. Es bleiben 22 Anordnungen ubrig: die 12 bereits
ermittelten und die folgenden zehn.

Verbleibende Anordnungen Grund fiir den Ausschluss

Ihre einzige endliche positive Frequenz mit reellem H istw = 1/v LC,
RLCC, RCLL, LRCC, CRLL wobei H = 0 gilt. Die Phase der Ausgangsspannung ist dann
undefiniert, und das Minimum ist null.

Ihre einzige endliche positive Frequenz mit reellem H ergibt H = —1:

LLRC, LLCR, CCRL, CCLR . . . o
Die Phasendifferenz betragt 180°.

Sie haben ungedampfte Resonanzpole und ergeben nicht die

LLCC, CCLL
dargestellte glatte Absenkung.

Fir die letzten beiden Anordnungen ergibt sich mit x = w+/ LC explizit

wobei der Nenner bei

verschwindet. Somit erfassen die 12 aufgeflihrten Anordnungen alle Moglichkeiten, die mit der
angegebenen Interpretation des Diagramms vereinbar sind und die Bedingung der Phasendifferenz null
erflllen.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.
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