
国际物理奥林匹克

IPhO 1979
理论题与解答 · 苏联莫斯科 · 3 道理论题及完整解答

eulersolve.org/ipho/1979/

题目 1：航天器从环月轨道着陆

一枚质量为  的太空火箭正沿高度为  的圆形轨道绕月球运行。发动机短暂启

动，使火箭转入月球着陆轨道。喷出气体的速度为 。月球半径为

，月球表面附近的重力加速度为 。

图1

图2

1). 在轨迹上的 A 点启动制动发动机，使火箭在 B 点着陆于月球（图1），需要消耗多少燃料？

2). 在第二种着陆方案中，在 A 点给火箭一个指向月球中心的冲量，使其进入在 C 点与月球表面相

接的轨道（图2）。这种情况下需要多少燃料？

题目译自官方英文原文。

M = 12t h = 100 km

u = 104 m/s

RM = 1,7 ⋅ 103 km gM = 1.7 m/s2
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答案

1). ，对应的切向制动速度变化量为 。

2). ，对应的径向向内速度变化量为 。

在按所给数据的精度取舍之前，理想火箭方程给出的结果分别约为  和 。

解答

将月球视为球形，其引力场遵循平方反比定律。发动机工作时间足够短，因此可忽略燃烧期间航天器的位

置变化以及引力的冲量。排气速度  是相对于航天器测量的。

记

月球的引力参数为

因此，初始圆轨道速率为

对于产生大小为  的速度变化的发动机燃烧过程，由动量守恒可得理想火箭方程：

因此，

当  时，上式化为

这里，将到达月球表面理解为题目所要求的轨道与月面接触。航天器在该处仍具有非零的切向速度；若要

实现软着陆，还需要进一步制动。

1). 在 A 点沿切向制动，到达 B 点

制动冲量的方向与初始速度相反。制动后瞬间，速度仍沿切向，但速率小于圆轨道速率。因此，A 点是新

椭圆轨道的远月点。与其隔着月心相对的近月点必须是 B 点，该处到月心的距离为 。

设  和  分别为沿此椭圆轨道运动时在 A 点和 B 点的速率。由单位质量的角动量守恒可得

由单位质量的机械能守恒可得

消去 ，得到

Δm1 ≃ 29 kg 23.77 m/s

Δm2 ≃ 1.2 × 102 kg 97.18 m/s

28.49 kg 116.05 kg

u

R = RM = 1.7 × 106 m, r0 = R + h = 1.8 × 106 m.

μ = GM月球 = gMR2 = 4.913 × 1012 m3/s2.

v0 = √

μ

r0
≃ 1652.10 m/s.

Δv

Δv = u ln
M

M − Δm
.

.Δm = M (1 − e−Δv/u
)

Δv/u ≪ 1

Δm ≃
MΔv

u
.

R

vA vB

r0vA = RvB.

v2
A

2
−

μ

r0
=

v2
B

2
−

μ

R
.

vB
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所以

因此，所需的速度减小量为

代入数值得

于是

取合理的有效数字后为

沿转移轨道运动时，到月心的距离从  减小到 ，因此 B 点是轨道首次接触月球表面的点。

2). 在 A 点施加径向冲量，到达 C 点

设发动机赋予的径向向内速度大小为 。燃烧结束后瞬间，

速度变化量的大小为

由于冲量沿径向，单位质量的角动量保持不变：

设  为从 A 点起沿运动方向绕月心扫过的角度。题目要求的接触点 C 满足

为求出轨道，令 。由角动量守恒可得

其中，撇号表示对  求导。对于平方反比引力，牛顿运动定律的径向方程随即给出

在 A 点，

满足这些条件的解为

v2
A(

r2
0

R2
− 1) = 2μ(

1

R
−

1

r0
),

v2
A =

2μR

r0(r0 + R)
.

.Δv1 = v0 − vA = √

μ

r0
1 −√

2R

r0 + R

⎛

⎝

⎞

⎠

Δv1 = 1652.10(1 −√

3.4

3.5
) ≃ 23.77 m/s.

Δm1 = 12000(1 − e−23.7725/10000
) kg ≃ 28.49 kg,

.Δm1 ≃ 29 kg

r0 R

w

vr = −w, vt = v0.

Δv2 = w.

ℓ = r0v0, ℓ2 = μr0.

θ

θC =
π

2
.

q(θ) = 1/r(θ)

ṙ = −ℓq ′,

θ

q ′′ + q =
μ

ℓ2
=

1

r0
.

q(0) =
1

r0
, q ′(0) =

w

ℓ
.

eulersolve.org/ipho/1979/ 3 / 10



即

代入条件 ，得到

因此

从 A 点到 C 点，到月心的距离连续减小，且其导数在 C 点为零。因此，C 点是近月点，也是首次接触月

球表面的点。

代入数值得

所需燃料质量为

因此

采用燃料消耗量很小的近似，第 1 问得到 ，第 2 问得到 ，均与取舍后的答案一致。

解答已与官方解答核对。

题目 2：在干燥空气和潮湿空气中称量样品

用黄铜砝码在分析天平上称量一个铝制样品。一次在干燥空气中称量，另一次在水蒸气压为

 的潮湿空气中称量。两种情况下的总大气压  和温度 

均相同。

若天平的灵敏度为 ，样品的质量应为多大，才能分辨出两次天平示值的差异？

铝的密度为 ，黄铜的密度为 。

题目译自官方英文原文。

q(θ) =
1

r0
+

w

ℓ
sin θ,

.r(θ) =
r0

1 + (w/v0) sin θ

r(π/2) = R

R =
r0

1 + w/v0

,

.Δv2 = w = v0 (
r0

R
− 1) = v0

h

R
= h√

gM

R + h

Δv2 = 1652.10
100

1700
≃ 97.18 m/s.

Δm2 = 12000(1 − e−97.1825/10000
) kg ≃ 116.05 kg,

.Δm2 ≃ 1.2 × 102 kg

28.53 kg 116.62 kg

Ph = 2 ⋅ 103 Pa (P = 105 Pa) (t = 20∘ C)

m0 = 0.1 mg

ρ1 = 2700 kg/m3 ρ2 = .8500 kg/m3
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答案

题目 2. 样品的质量至少应约为

在潮湿空气中，天平示值较大；在恰好能够分辨的临界条件下，示值增加 。

解答

题目 2.

将干燥空气和水蒸气视为理想气体，并假定样品和砝码的质量及体积保持不变。我们采用黄铜密度

，将题目中该数值前面的点视为印刷错误。

首先求空气密度的变化。对于摩尔质量为  的理想气体，

在潮湿空气中，由道尔顿分压定律可知，干燥空气的分压为 。因此，以  和  分别表示干燥

空气和水蒸气的摩尔质量，有

于是，

水蒸气的摩尔质量小于干燥空气的摩尔质量，因此在总压强和温度相同的情况下，潮湿空气的密度较小。

采用常用的近似常量

以及 ，得到

接下来考虑样品和黄铜砝码两者所受的浮力。设  为样品的真实质量，  为在密度为  的空气中使天

平平衡所需的黄铜砝码总质量。它们的体积分别为  和 。根据阿基米德原理以及视重相等的

条件，有

因此，天平示值为

潮湿空气中的示值与干燥空气中的示值之差为

mmin ≃ 4.4 × 10−2 kg = 44 g.

0.1 mg

8500 kg/m3

M

ρ =
pM

RT
.

P − Ph Ma Mv

ρd =
PMa

RT
, ρh =

(P − Ph)Ma + PhMv

RT
.

Δρ ≡ ρd − ρh =
Ph(Ma − Mv)

RT
.

Ma = 29 × 10−3 kg/mol, Mv = 18 × 10−3 kg/mol, R = 8.314 J/(mol K),

T = 293.15 K

Δρ =
(2 × 103)(29 − 18) × 10−3

8.314 × 293.15
≃ 9.03 × 10−3 kg/m3.

m mb ρ

m/ρ1 mb/ρ2

mg − ρg
m

ρ1
= mbg − ρg

mb

ρ2
.

mb(ρ) = m
1 − ρ/ρ1

1 − ρ/ρ2

.
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这里， ， ，因此分母与 1 的差异仅约为 。在所需的精度范

围内，

这个差值为正：铝制样品的单位质量所占体积较大，因此空气密度降低时，其视重的增加量大于黄铜砝码

视重的增加量。

要使这一差异能够被分辨，需满足

因此，

解答已与官方解答核对。

题目 3：月球激光测距

在苏法合作开展的月球光学测距实验中，利用反射镜直径为  的望远镜，将红宝石激光器

（ ）发出的光脉冲射向月球表面。月球表面的反射器如同直径为  的理想反

射镜，将光反射回来。随后，同一架望远镜收集反射光，并将其聚焦到光电探测器上。

1) 在这个实验中，望远镜光轴的指向精度必须达到多少？

2) 如果忽略光在地球大气中的损耗，激光发射能量中有多大比例能在月球反射后被探测到？

3) 如果单个激光脉冲的能量为 ，而人眼的灵敏度阈值为  个光量子，能否用肉眼看

到反射回来的光脉冲？

4) 假设月球表面将入射光的  反射到  球面度的立体角内，估算使用反射器的增益。

地球到月球的距离为 。人眼瞳孔直径为 。普朗克常量为

。

题目译自官方英文原文。

答案

以下数值结果假定圆形望远镜孔径受到均匀相干照明，反射器位于光束中心，且光的收集过程是理想

的。

Δmb =

m(ρd − ρh)(
1

ρ1
−

1

ρ2
)

(1 −
ρd

ρ2
)(1 −

ρh

ρ2
)

.

ρd ≃ 1.190 kg/m3 ρh ≃ 1.181 kg/m3 0.028%

Δmb ≃ mΔρ(
1

ρ1
−

1

ρ2
) ≃ m(2.28 × 10−6).

Δmb ≥ m0 = 0.1 mg = 1.0 × 10−7 kg.

mmin ≃
1.0 × 10−7

(9.03 × 10−3)(
1

2700
−

1

8500
)

≃ 4.38 × 10−2 kg ≃ .44 g

D = 2,6 m

λ = 0,69μm d = 20 cm

E = 1 J n = 100

α = 10% 2π

L = 380000 km dp = 5 mm

h = 6.6 ⋅ 10−34 J ⋅ s
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1. 指向精度应达到如下量级：

2. 望远镜收集到的能量比例为

3. 不能。 肉眼接收到的光子数约为

4. 相对于整个受照月面区域的漫反射，使用反射器使接收到的能量增大约

采用衍射光斑内光照均匀的初等近似，可得 、  和 。这一差别

源于衍射强度分布，下文将作说明。

解答

取

忽略大气吸收、光学损耗以及探测器效率不足造成的损失。激光以相干方式充满望远镜孔径，反射器位于

出射光束的中心。

1) 所需的指向精度

有限孔径会产生衍射。对于直径为  的孔径，其特征发散角为

对于均匀照明的圆孔，第一暗环的位置为

对于发射望远镜，

第一暗环的角半径为 。

月球上对应的中央衍射光斑半径为

远大于反射器的半径 。

指向误差  会使光束中心移动 。要使反射器保持在中央衍射光斑内，这一位移必须小于约 。

因此

要使回波能量接近最大值，指向误差应明显小于这一特征角宽度。

.δθ ≲ 3 × 10−7 rad ≈ 0.06′′

.η = (

πDd

4λL
)

4

≈ 5.9 × 10−12

.Neye ≈ 76 个光子 < 100

.G ≈ 1.0 × 107

η ≈ 10−12 Neye ≈ 12 G ≈ 1.7 × 106

λ = 6.9 × 10−7 m, L = 3.8 × 108 m, c = 3.0 × 108 m s−1.

a

θ ∼
λ

a
.

θ1 = 1.22
λ

a
.

λ

D
=

6.9 × 10−7

2.6
= 2.65 × 10−7 rad = 0.0547′′.

3.24 × 10−7 rad = 0.0668′′

r1 = Lθ1 ≈ 123 m,

0.10 m

δθ Lδθ 102 m

.δθ ≲ 3 × 10−7 rad ≈ 0.06′′
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2) 反射后收集到的激光能量比例

衍射发生两次：第一次发生在发射望远镜处，第二次发生在月球反射器处。

为保留圆孔对应的数值因子，考虑一个面积为 、受到均匀照明的孔径。在远场，孔径各部分发出的光在

轴线上同相叠加。除去一个整体相位因子，惠更斯–菲涅耳公式给出的轴上场振幅为

由于发射能量正比于 ，轴上单位面积接收的能量，即能量面密度，为

因此，一个面积为 、中心位于轴线上的小接收孔径截获的能量比例为

这里，望远镜和反射器的面积分别为

与出射光束的衍射光斑相比，反射器非常小，因此其表面各处的入射能量面密度基本相同。所以，到达反

射器的能量比例为

受到照明的反射器相当于一个直径为  的相干孔径。其返回光束的衍射图样中，第一暗环的半径为

与这一衍射图样相比，望远镜非常小，因此可以采用相同的中央能量面密度计算方法：

将这两个比例相乘，得

因此

3) 肉眼能否看到

返回光束的能量面密度在望远镜孔径范围内，以及在小得多的瞳孔范围内，都基本均匀。因此，进入肉眼

的能量为

代入数值得

A

u(0,L) =
u0A

iλL
.

|u0|2A

.F(0,L) =
EA

λ2L2

B

EB

E
≈

AB

λ2L2
.

AD =
πD2

4
= 5.31 m2, Ad =

πd2

4
= 3.14 × 10−2 m2.

fout =
ADAd

λ2L2
= 2.43 × 10−6.

d

rreturn = 1.22
λL

d
≈ 1.60 × 103 m.

fback =
AdAD

λ2L2
= 2.43 × 10−6.

η = foutfback = (

ADAd

λ2L2
)

2

= (

πDd

4λL
)

4

.

.η = 5.9 × 10−12

Eeye = Eη
Ap

AD

= Eη(
dp

D
)

2

.

Eeye = (1)(5.89 × 10−12)(
0.005

2.6
)

2

= 2.18 × 10−17 J.
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一个光子的能量为

因此

由于

即使在这些理想假设下，该脉冲也未达到题目给定的肉眼可见阈值。

在孔径和发射能量给定的条件下，均匀、同相的照明使轴上能量面密度达到最大。因此，若照明分布产生

的中央强度更低，也不会改善这一结果。

4) 相对于月球表面反射的增益

为进行题目要求的估算，假设漫反射能量  均匀分布在  球面度的立体角内。接收望远镜所张的立体

角为

从漫反射表面收集到的能量占发射能量的比例为

代入数值得

这里包括了整个受照月面区域的反射。

因此，反射器的增益为

所以

衍射光斑的初等近似

一种更简单的估算方法是将每束光视为均匀分布在一个圆盘上，其半径为

其中  是发射孔径的直径。由此得到

再以面积比作为截获的能量比例，可得

εγ =
hc

λ
=

(6.6 × 10−34)(3.0 × 108)

6.9 × 10−7
= 2.87 × 10−19 J.

Neye =
Eeye

εγ
≈ 75.9.

,Neye ≈ 76 < 100

αE 2π

ΩD ≈
AD

L2
.

ηdiffuse = α
ΩD

2π
=

αAD

2πL2
=

αD2

8L2
.

ηdiffuse =
0.10(2.6)2

8(3.8 × 108)2
= 5.85 × 10−19.

G =
η

ηdiffuse
=

5.89 × 10−12

5.85 × 10−19
≈ 1.01 × 107.

.G ≈ 107

r ≈
λL

a
,

a

rMoon ≈ 101 m, rEarth ≈ 1311 m.

ηspot ≈
(d/2)2

r2
Moon

(D/2)2

r2
Earth

= (

Dd

2λL
)

4

= 9.7 × 10−13.
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对应的结果为

这是一种有用的初等估算。圆孔计算得到的回波能量更大，是因为实际衍射图样的强度在中央达到峰值，

而两次接收所用的孔径都只截取其中央区域。

解答已与官方解答核对。

Neye,spot ≈ 12, Gspot ≈ 1.7 × 106.
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