
国际物理奥林匹克

IPhO 1976
理论题与解答 · 匈牙利布达佩斯 · 3 道理论题及完整解答
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题目 1：旋转空心球内的小物块

一个半径为  的空心球绕通过球心的竖直轴以角速度  旋转。球内有一个小物

块，在距球底  的高度处随球一起运动（图 6）。（ 。）

a) 要满足这一条件，摩擦系数至少应为多少？

b) 对于  的情况，也求出最小摩擦系数。

c) 研究这两种情况下的稳定性问题，

α) 当物块的位置发生微小变化时，

β) 当球的角速度发生微小变化时。

图 6

题目译自官方英文原文。

答案

a) ，摩擦力沿球面向上。

b) ，摩擦力沿球面向下。这两个系数均为无量纲量。

c) α) 在各自的最小摩擦系数下，两种平衡都是局部稳定的：向一侧偏移时有恢复趋势，向另

一侧偏移时则可保持相对静止：

在  时，向上位移会产生向下的恢复趋势；向下位移后可保持相对静止。

在  时，向下位移会产生向上的恢复趋势；向上位移后可保持相对静止。

R = 0.5 m ω = 5 s−1

R/2 g = 10 m/s2

ω = 8 s−1

μmin =
3√3

23
≈ 0.226

μmin =
3√3

29
≈ 0.179

5 s−1

8 s−1
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沿方位角方向的位移是中性的。 - c) β) 比较原高度处彼此接近的匀速转动状态： - 在  时，

增大  后可保持相对静止；减小它则会产生向下滑动的趋势。 - 在  时，减小  后可保持相对

静止；增大它则会产生向上滑动的趋势。

因此，对于转速的变化，原高度处于临界状态，但附近仍存在稳定的相对静止位置。

解答

a) 将小物块视为质点，并采用库仑摩擦模型。令  表示物块的角位置，从通过球心的竖直向下方向量起。

它距球底的高度以及到转轴的距离分别为

图中给定 ，因此

用  表示指向球内的法向支持力，用  表示带符号的摩擦力，取沿球面向上，即  增大的方向为正方

向。

在随球转动的参考系中，相对静止的物块受到重力、法向支持力、摩擦力以及离心力 。沿垂

直于球面及与球面相切的方向分解力，得

静力平衡要求 。因此，在指定高度处，

当  时，

因而

此时 ，所以摩擦力必须沿球面向上。

b) 当  时，

得到

现在 ：离心力的切向分量大于与其方向相反的重力切向分量。因此，摩擦力沿球面向

下。

5 s−1

ω 8 s−1 ω

θ

h = R(1 − cos θ), ρ = R sin θ.

h = R/2

cos θ0 =
1

2
, θ0 = 60∘, sin θ0 =

√3

2
.

N f θ

mω2R sin θ

N = m (g cos θ + ω2R sin2 θ),

f = m sin θ (g − ω2R cos θ).

|f| ≤ μN

μmin =
sin θ0 g − ω2R cos θ0

g cos θ0 + ω2R sin2 θ0

=
√3 |2g − ω2R|

2g + 3ω2R
.

∣ ∣

ω = 5 s−1

ω2R = 12.5 m/s2,

.μmin =
√3(20 − 12.5)

20 + 37.5
=

3√3

23
≈ 0.226

g − ω2R cos θ0 > 0

ω = 8 s−1

ω2R = 32 m/s2,

.μmin =
√3(32 − 20)

20 + 96
=

3√3

29
≈ 0.179

g − ω2R cos θ0 < 0
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c) α) 位置的微小变化

保持摩擦系数等于上面求出的相应最小值。考虑物块沿球面发生微小位移后，从相对于球静止的状态释

放。我们采用理想化的单一摩擦系数库仑摩擦模型。

引入

保持相对静止的条件为

若 ，即使向上的摩擦力达到最大值也不足以维持平衡，物块便开始向下运动。若 ，向下

的最大摩擦力不足以维持平衡，物块便开始向上运动。

在角速度固定时，

在  处，分子为

所以在这两种情况下，  均随高度增大而增大。

对于 ，原平衡状态满足 。将物块向上移动会使 ，从而使其向下运动，趋向原来的纬

度位置。将其向下移动，则会使  落入可保持相对静止的区间内。

对于 ，原平衡状态满足 。将物块向下移动会使 ，从而使其向上运动，趋向原来

的纬度位置。将其向上移动，则会使  落入可保持相对静止的区间内。

角速度 微小向上位移 微小向下位移

向下的恢复趋势 可保持相对静止

可保持相对静止 向上的恢复趋势

因此，在这种位移检验下，两种平衡都是局部稳定的。摩擦力使物块能够在邻近位置保持相对静止，所以

物块不一定恰好回到原来的纬度位置。绕竖直轴的位移不会改变任何力的分量，因此是中性的。

c) β) 角速度的微小变化

首先，保持物块位于原高度，比较彼此接近的匀速转动状态。将带符号的摩擦力比值对  求导，

由于 ，增大角速度会使  减小。

在  时，初始状态满足 。增大  会使  进入允许区间；减小  则会使 ，此时所需

的向上摩擦力超过能够提供的最大值。

在  时，初始状态满足 。减小  会使  进入允许区间；增大  则会使 ，此时所

需的向下摩擦力超过能够提供的最大值。

q =
ω2R

g
, K(θ, q) =

frequired

N
=

sin θ(1 − q cos θ)

cos θ + q sin2 θ
.

−μ ≤ K ≤ μ.

K > μ K < −μ

∂K

∂θ
=

1 − q cos θ + q2 sin2 θ

(cos θ + q sin2 θ)
2

.

θ0 = 60∘

1 −
q

2
+

3q2

4
> 0,

K

5 s−1 K = μ K > μ

K

8 s−1 K = −μ K < −μ

K

5 s−1

8 s−1

q

∂K

∂q
= −

sin θ

(cos θ + q sin2 θ)
2

< 0.

q = ω2R/g K

5 s−1 K = μ ω K ω K > μ

8 s−1 K = −μ ω K ω K < −μ
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初始角速度  微小增大  微小减小

可在原高度保持相对静止 向下滑动的趋势

向上滑动的趋势 可在原高度保持相对静止

因此，在最小摩擦系数下，原高度无法在转速增大和减小这两种情况下都得以维持。

不过，允许的相对静止位置的边界会连续移动。保持  并微分，得到

在两种情况下，该系数均为有限的正值。因此，当转速沿不利方向变化时，在情况 a) 中略微向下调整位

置，或在情况 b) 中略微向上调整位置，即可到达邻近的允许相对静止的位置范围。

解答已与官方解答核对。

题目 2：带有活塞和装有阀门的隔板的气缸中的氦气

一个底面积为  的气缸，其缸壁、活塞和内部隔板均完全绝热（图 10）。当隔板右侧的压强大

于左侧的压强时，隔板上的阀门便会打开。初始时，左侧有  氦气，右侧有  氦气。两侧的长

度均为 ，温度为 。外界压强为 。

定容比热容为 ，定压比热容为 。将活塞缓慢推向隔板。当阀门打

开时，我们停止推动，然后继续缓慢推动，直至活塞到达隔板。求我们对活塞所做的功。

图 10

题目译自官方英文原文。

答案

题目 2： 我们对活塞所做的功为

解答

将氦气视为理想气体，其比热容为题给常量。忽略摩擦和动能；活塞缓慢运动，使压缩过程成为准静态过

程。

每个气室的初始体积为

ω ω

5 s−1

8 s−1

K = ±μ

δθb =
sin θ0

1 − q cos θ0 + q2 sin2 θ0

δq, δq =
2Rω

g
δω.

1 dm2

12 g 2 g

11.2 dm 0∘C 100 kPa

cv = 3.15 J/gK cp = 5.25 J/gK

Wus ≈ 3.68 × 103 J = 3.68 kJ.

V0 = Aℓ0 = (1 dm2)(11.2 dm) = 1.12 × 10−2 m3.
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此外，

阀门打开前。 左侧气体的体积和温度保持不变，因此其压强保持为

右侧的初始压强为

右侧气体经历准静态绝热压缩：

其中，  为其瞬时体积。在准静态极限下，当  时，阀门开始打开。因此，阀门打开时右侧气体

的体积为

暂停期间，活塞不动，因此不做功。暂停期间内部发生的任何平衡过程也不会改变总能量。

阀门打开后。 继续缓慢压缩会使氦气转移到左侧气室。打开理想阀门所需的压强差为无穷小，因此两个气

室具有共同的压强 。

两者的温度不必相等。对于任一气室，由理想气体状态方程可得

因此，将气体总体积记为 ，有

整个气体系统是绝热的，且只有活塞通过边界位移做功。因此，

代入可得

即

于是，

这一关系由能量守恒和压强相等得出，并不要求两个气室的温度相等。

在这一阶段开始时， ，且 。当活塞到达隔板时，全部氦气占据的体积为 。因此，

其最终压强为

T0 = 273.15 K, Rs = cp − cv = 2.10 J g−1K−1, γ =
cp

cv
=

5

3
.

pL0 =
mLRsT0

V0
= 614.6 kPa.

pR0 =
mRRsT0

V0
= 102.4 kPa,

pL0

pR0
=

12

2
= 6.

pRv
γ = pR0V

γ

0 ,

v pR = pL0

v∗ = V0(
pR0

pL0
)

1/γ

= V0 6−3/5 = 3.822 × 10−3 m3.

p

Ui = micvTi =
cv

Rs
pVi =

pVi

γ − 1
.

V = V0 + v

U =
pV

γ − 1
.

dU = −p dV.

V dp + p dV

γ − 1
= −p dV,

V dp + γp dV = 0.

pV
γ = 常量.

V = V0 + v∗ p = pL0 V0
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我们所做的功。 由于没有热量传入气体，对气体所做的总功等于其内能的增加量：

其中一部分功由大气提供。活塞扫过的体积等于右侧气室的全部初始体积，因此

在活塞动能和摩擦均可忽略的情况下，

因此

解答已与官方解答核对。

题目 3：测量玻璃球内部的气泡

一个玻璃球内部的某处有一个气泡。请说明如何在不损坏玻璃球的情况下测定气泡的直径。

题目译自官方英文原文。

答案

题目 3. 三种可行的无损测量方法如下：

称重法： 测量玻璃球的外径  和质量 。若玻璃的密度为 ，忽略空气的质量，则

光学浸液法： 将玻璃球浸入折射率与玻璃相同的液体中。使用经过标定的光学仪器测量气泡的

横向轮廓。若其像的直径为 ，横向放大率为 ，则

射线照相法： 使用平行 X 射线束，测量气泡的投影直径。利用经过标定的图像比例尺，即可

直接得到气泡的实际直径。

题目未给出数值数据。

pf = pL0(
V0 + v∗

V0
)

γ

= pL0(1 + 6−3/5
)

5/3

≈ 1.00257 × 106 Pa.

Won gas = Uf − Ui

=
pfV0 − (pL0 + pR0)V0

γ − 1
≈ 4797.3 J.

Watmosphere = pextV0 = (100000)(0.0112) = 1120 J.

Wus + Watmosphere = Won gas.

Wus = 4797.3 − 1120 ≈ 3.68 × 103 J.

D m ρg

.d = (D3 −
6m

πρg
)

1/3

L M

.d =
L

M
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解答

我们假设玻璃是均匀的，且气泡为球形；题目要求测定气泡的直径，已隐含了后一个假设。记玻璃球的外

半径为 ，气泡半径为 。气泡不一定处于玻璃球的中心。

称重法

用卡尺测量 ，用天平测量 。玻璃的密度必须通过独立的方法确定，例如测量同种玻璃的另一块样品。

玻璃球的外部总体积和气泡的体积分别为

若气泡内空气的密度为 ，由质量守恒可得

因此，

通常 ，于是有

这一结果与气泡的位置无关。对于小气泡，这种方法要求精确测量：缺少的质量仅约为实心玻璃球质量的

。

在折射率匹配液体中的光学测量

将玻璃球放入透明槽中，槽内盛有折射率与玻璃相等的液体。必要时使用单色光，以免色散妨碍折射率的

精确匹配。

在玻璃球的外表面，斯涅尔定律写为

由于 ，有 ：外部球形界面不再使光线偏折。由于空气和玻璃的折射率不同，气泡仍然可

见。

透过槽上垂直于观察方向的平面窗口进行观察。使用平行的观察光线，例如采用远心成像系统，或者使用

光轴始终垂直于窗口的读数显微镜。

界定气泡轮廓的极限光线与气泡相切。从轮廓外侧趋近这些极限光线时，光线始终完全位于玻璃和折射率

匹配液体中，因此不会被空气空腔折射。球体的正投影是一个直径等于其真实直径的圆，与球体所处的深

度无关。

因此，若读数显微镜记录到气泡两侧相对边缘的横向位置为  和 ，则

或者，利用横向放大率为  的经过标定的图像，可得

R = D/2 r = d/2

D m

V =
πD3

6
, v =

πd3

6
.

ρa

m = ρg(V − v) + ρav = ρgV − (ρg − ρa)v.

.d = [

ρgD
3 − 6m/π

ρg − ρa
]

1/3

ρa ≪ ρg

.d = (D3 −
6m

πρg
)

1/3

(d/D)3

ng sin i = nℓ sin t.

nℓ = ng t = i

xL xR

.d = |xR − xL|

M

.d = L/M
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X 射线透射法

用穿透能力足够强、近似平行的 X 射线束照射玻璃球，并记录透射强度。忽略射线的偏折和散射。空气对

射线束的衰减远小于玻璃，因此气泡会形成一个透射增强的区域。

对于一条与气泡投影中心的横向距离为  的射线，沿射线路径被空气取代的玻璃长度为

若  和  为线性衰减系数，则由比尔–朗伯定律可得

其中，  是射线透过除无气泡外其余条件均相同的实心玻璃球时的透射强度。

因此，透射增强区域的边界位于 ，形成直径为  的圆形投影。对于平行射线，气泡沿射线束方向的

位置不影响其投影大小。若记录到的玻璃球外轮廓直径和气泡直径分别为  和 ，则

解答已与官方解答核对。

s

ℓb(s) = {

2√r2 − s2, s < r,
0, s ≥ r.

μg μa

I

Isolid
= exp[(μg − μa)ℓb(s)],

Isolid

s = r d

Ls Lb

.d = D
Lb

Ls
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