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题目 1：旋转杆

一根杆以恒定角速度  绕竖直轴 A 转动。杆与该轴的夹角固定为 。一个质量为  的物体

可以沿杆滑动。摩擦系数为 。角  称为“摩擦角”。

a) 当杆不转动（即 ）时，确定物体保持静止和发生运动时角  分别满足的条件。

b) 杆以恒定角速度  转动。角  在转动过程中保持不变。求物体相对于杆保持静止的条件。

可以使用以下关系式：

题目译自官方英文原文。

答案

取  和 。用  表示从杆与转轴的交点到物体沿杆量取的距离。

ω π/2 − α m

μ = tanβ β

ω = 0 α

ω > 0 α

sin(α ± β) = sinα ⋅ cosβ ± cosα ⋅ sinβ

cos(α ± β) = cosα ⋅ cosβ ∓ sinα ⋅ sinβ

0 ≤ α ≤ π/2 0 ≤ β < π/2 L ≥ 0
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a) 初始静止的物体在下列条件下保持静止：

在下列条件下，物体沿杆向下滑动：

 的情形为极限平衡状态。

b) 物体相对于杆保持静止的充要条件为

对于 ，此条件等价于 ，其中

对于竖直杆，即 ，物体不可能保持静止。

解答

将物体视为在均匀重力场中受刚性杆约束的质点。采用库仑静摩擦定律：摩擦力可以沿杆指向任一方向，

其大小不超过 ，其中  为法向支持力。我们要确定初始时相对于杆静止的物体能否继续保持这种状

态。

a) 不转动的杆

杆与水平方向的夹角为 。因此，重力的分量为

物体在垂直于杆的方向上没有加速度，因此

要使物体平衡，摩擦力必须平衡重力沿杆的分量：

对于 ，上式化为

因此 。等号成立时，静摩擦力达到最大值。

若 ，摩擦力无法平衡重力，物体从静止释放后会沿杆向下滑动。当  时，法向支持力为

零，因而可提供的摩擦力也为零，所以物体同样会下落。

b) 旋转杆

采用随杆一起转动的参考系。在此参考系中静止的物体不受科里奥利力；由于  为常量，也不存在欧拉

力。除重力和接触力外，还需计入离心力。

0 ≤ α ≤ β.

β < α ≤
π

2
.

α = β

g sinα − ω2L cos2 α ≤ tanβ cosα (g + ω2L sinα).

∣ ∣

0 ≤ α < π/2 Lmin ≤ L ≤ Lmax

Lmin =
g

ω2 cosα
max{0, tan(α − β)},

Lmax =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

g tan(α + β)

ω2 cosα
, α + β <

π

2
,

∞, α + β ≥
π

2
.

α = π/2

μN N

α

mg sinα 沿杆向下, mg cosα 垂直于杆.

N = mg cosα.

mg sinα ≤ μmg cosα.

0 ≤ α < π/2

tanα ≤ μ = tanβ,

α ≤ β

α > β α = π/2

ω
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物体到竖直轴的距离为

所以离心力沿水平方向向外，其大小为

取沿杆向外且向上的方向为正方向。重力和离心力沿杆的合分量为

两者垂直于杆的分量方向相同。因此，平衡所需的法向支持力为

摩擦力必须平衡 ，因此，当且仅当满足以下条件时，物体才能平衡：

代入并约去 ，得到

因此，转动既改变了摩擦力必须平衡的力，也改变了决定可提供摩擦力大小的法向支持力。

为将此条件表示为  的取值范围，将含绝对值的不等式拆成两个不等式。两边乘以 ，并利用题

目给出的和差角公式，得到

对于 ，  和  均为正。因此，第一个不等式要求

当  时，右端非正，所以除  外，此式不再施加任何限制。合并这些情形，便得到答案中给出

的 。

对于第二个不等式：

若 ，其中  的系数为正，得到

若 ，其左端非正，而右端为正。因此，对任意 ，此不等式均成立，故不存在上

界。

当  小于一个正的  时，重力无法被平衡，物体有沿杆向内且向下滑动的趋势。当  大于一个有限

的  时，向外的力无法被平衡，物体有沿杆向外且向上滑动的趋势。两个边界处的等号均包括在内，

对应极限平衡状态。

最后，当  时，物体位于转轴上。离心力和法向支持力均为零，重力无法被平衡。

解答已与官方解答核对。

r = L cosα,

Fc = mω2r = mω2L cosα.

F∥ = Fc cosα − mg sinα = m (ω2L cos2 α − g sinα).

N = mg cosα + Fc sinα = m cosα (g + ω2L sinα).

F∥

|F∥| ≤ μN .

m

g sinα − ω2L cos2 α ≤ tanβ cosα (g + ω2L sinα).

∣ ∣

L cosβ > 0

ω2L cosα cos(α − β) ≥ g sin(α − β),

ω2L cosα cos(α + β) ≤ g sin(α + β).

0 ≤ α < π/2 cosα cos(α − β)

L ≥
g tan(α − β)

ω2 cosα
.

α ≤ β L ≥ 0
Lmin

α + β < π/2 L

L ≤
g tan(α + β)

ω2 cosα
.

α + β ≥ π/2 L ≥ 0

L Lmin L

Lmax

α = π/2
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题目 2：厚透镜

空气中一块厚玻璃透镜的折射率为 ，两面的曲率半径为 、 ，顶点间距为 （见图），其焦距 

由下式给出：

说明：  表示曲率中心  位于空气与玻璃交界面的顶点  右侧，  表示曲率中心 

位于空气与玻璃交界面的顶点  左侧（ ）。

在某些特殊应用中，要求焦距与波长无关。

a) 最多能有多少个不同波长对应同一焦距？

b) 给出 （ ）、  与折射率  之间应满足的关系，使焦距能够满足所要求的波长无关性，

并讨论这一关系。

画出可能的透镜形状示意图，并标出曲率中心  和 。

c) 证明：对于给定的平凸透镜，只有一个波长能够对应某一特定焦距。

d) 另外给出两种情形下厚透镜的可能参数，使某一焦距只能由一个波长实现。应考虑物理和几何条

件。

题目译自官方英文原文。

答案

a) 最多有两个不同的波长，这里假定在所考虑的光谱区间内，不同波长对应不同的折射率。

n r1 r2 d f

f =
nr1r2

(n − 1) [n(r2 − r1) + d(n − 1)]

ri > 0 Mi Si ri < 0 Mi

Si i = 1, 2

ri i = 1, 2 d n

M1 M2
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b) 对于两个不同的折射率 ，焦距严格相等要求

在折射率  处，焦距对波长的一阶变化为零要求

因此， 。可能的形状包括一块异常厚的双凸透镜，以及两种朝向相反的弯月

形透镜。它们的曲率中心均满足  位于  左侧。

c) 对于凸面曲率半径为  的平凸透镜，

因而，每个可实现的焦距都唯一确定一个折射率，从而唯一确定一个波长。

d) 两个物理上可实现的例子如下，其中  为任意长度：

和

它们分别为双凸透镜和双凹透镜。对于每个可实现的焦距，折射率方程的另一个代数根在第一

个例子中为负值，在第二个例子中小于 。

解答

我们在近轴几何光学范围内使用题给公式，并假定透镜的几何形状固定、玻璃均匀。波长通过 

影响焦距。对于处于正常色散透明区间内的普通玻璃， ，且  是一一对应的。

定义光焦度以及两个便于计算的常量：

当曲率半径有限且非零时，题给公式可写为

a) 波长的数目

对于给定的有限焦距 ，由式 (1) 得

这是关于  的二次方程，因此最多有两个不同的折射率。若 ，它就变为一次方程。

两个根可以都符合物理条件：(b) 部分给出了针对任意选定的一对不同玻璃折射率的构造。因此，最多有两

个波长。

n1,n2 > 1

.r1 − r2 = d(1 −
1

n1n2
)

n0

.r1 − r2 = d(1 −
1

n2
0

)

0 < r1 − r2 < d

M1 M2

R > 0

.f =
R

n − 1

R > 0

r1 = R, r2 = −R, d = R

.r1 = −R, r2 = R, d = R

1

n = n(λ)
n > 1 n(λ)

Φ(n) =
1

f(n)
, P = r1r2, C = d + r2 − r1.

Φ(n) =
1
P
[Cn − (C + d) +

d

n
]. (1)

F

Cn2 − (C + d +
P

F
)n + d = 0. (2)

n C = 0
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对于非退化的色散透镜，焦距不可能在整个连续波长区间内严格保持不变：式 (2) 不可能关于  恒成立，

因为其常数项为 。

b) 条件与可能的透镜形状

对于两个不同的折射率  和 ，焦距相等等价于光焦度相等。将式 (1) 在这两个折射率处的表达式相

减，得

由于 ，

因此，

由于 ，

例如，给定任意两个玻璃可取的折射率，取 、 ，并令

这样便得到一块满足式 (3) 的双凸透镜，说明确实可以存在两个符合物理条件的解。

对于固定的透镜，与一个折射率配对的另一个折射率为

两个折射率都必须位于玻璃的实际色散范围内。

要使焦距在某一波长附近对波长的一阶变化为零，须满足

由于普通色散满足 ，因此要求 ；当  有限时，这等价于 。由式 (1)

得

因此，在设计折射率  处，

两个波长处焦距严格相等的条件与驻点条件通过下式联系起来：

因此，这两个不同的折射率分别位于驻点折射率的两侧。当焦距恰好等于驻点处的焦距时，二次方程有一

个重根：只有一个波长精确对应此焦距，且一阶变化为零。

n

d > 0

n1 n2

P[Φ(n1) − Φ(n2)] = (n1 − n2)(C −
d

n1n2
).

n1 ≠ n2

C =
d

n1n2
.

r1 − r2 = d(1 −
1

n1n2
), d =

n1n2

n1n2 − 1
(r1 − r2). (3)

n1,n2 > 1

0 < r1 − r2 < d. (4)

r1 = R r2 = −R

d =
2Rn1n2

n1n2 − 1
.

n2 =
d

Cn1
.

df

dλ
=

df

dn

dn

dλ
= 0.

dn/dλ ≠ 0 df/dn = 0 f dΦ/dn = 0

dΦ

dn
=

1

P
(C −

d

n2
).

n0

C =
d

n2
0

, r1 − r2 = d(1 −
1

n2
0

). (5)

n0 = √n1n2.
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剩余的依赖关系通常是二阶的，因为

代入焦距公式可得

因此，符合条件的双凸透镜具有正焦距，而符合条件的弯月形透镜具有负焦距。

为了精确描述示意图，令

此时曲率中心的位置为

在满足式 (5) 的条件下，

令 ，则 。以下取值给出了三种明确的示意图方案；所列各点按从左到右的顺

序排列。

透镜形状 可取的曲率半径 顶点与曲率中心的顺序

双凸：两个光学表面均向外凸出

弯月形：第一面为凸面，第二面为凹面

反向弯月形：第一面为凹面，第二面为凸面

两个光学表面可以是由侧壁连接的小球冠面。对于双凸透镜，条件 (4) 变为

因此，它要求一块两端面为凸面的长玻璃体，而不是通常的薄双凸透镜形状。双凹透镜满足

，这与  矛盾，因此它无法满足消色差条件。

c) 平凸透镜

平凸透镜有两种朝向。取平面表面的极限，得

或

对于曲率半径大小为  的凸球面，两式均化为

有效焦距与厚度无关。此外，

d2Φ

dn2
=

2d

Pn3
≠ 0.

f(n0) = −
n2

0r1r2

d(n0 − 1)2
. (6)

x(S1) = 0, x(S2) = d.

x(M1) = r1, x(M2) = d + r2.

x(M2) − x(M1) =
d

n2
0

> 0. (7)

δ = d(1 − 1/n2
0) 0 < δ < d

r1 = δ/2, r2 = −δ/2 S1, M1, M2, S2

r1 = d + δ, r2 = d S1, S2, M1, M2

r1 = −d, r2 = −(d + δ) M1, M2, S1, S2

d > r1 + |r2|.

r1 < 0 < r2 r1 > r2

r2 → ∞ : f =
r1

n − 1
,

r1 → ∞ : f = −
r2

n − 1
.

R

f(n) =
R

n − 1
.

df

dn
= −

R

(n − 1)2
< 0 (n > 1).
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因此，  严格单调，给定的可实现焦距唯一确定

因此，在折射率与波长一一对应的色散区间内，恰有一个对应的波长。

d) 仅有一个符合物理条件的波长的另外两种情形

当  时，式 (2) 表明，折射率方程的两个代数根之积为

由此可确定两类有用的情形。

1. ，即 。

若 ，则符合物理条件的根  所对应的另一个根为负值，

它不能描述普通玻璃。若 ，则式 (2) 为一次方程，同样至多有一个解。

一个具体例子是

这是一块物理上可实现的双凸透镜。其焦距为

且

因此，每个可实现的正焦距都只对应一个符合物理条件的折射率。另一个代数根为 。

2. ，即 。

对于符合物理条件的根 ，

因此，第二个根处于普通玻璃折射率的范围之外。

一个具体例子是

这是一块中心厚度为正的双凹透镜；其厚度随离开光轴的距离增大而增大。其焦距为

折射率方程的另一个代数根为

因此，每个可实现的负焦距也只对应一个符合物理条件的波长。

f(n)

.n = 1 +
R

F

C ≠ 0

n ñ =
d

C
. (8)

r1 − r2 ≥ d C ≤ 0

C < 0 n > 1

ñ =
d

Cn
< 0,

C = 0

r1 = R, r2 = −R, d = R.

f(n) =
Rn

n2 − 1
,

df

dn
= −

R(n2 + 1)

(n2 − 1)2
< 0.

ñ = −1/n

r1 ≤ r2 C ≥ d

n > 1

0 < ñ =
d

Cn
≤

1
n

< 1.

r1 = −R, r2 = R, d = R.

f(n) = −
Rn

(n − 1)(3n − 1)
< 0,

ñ =
1

3n
< 1.
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这两个例子都具有有限厚度和两个曲面。只要孔径足够小，它们就符合近轴近似。

解答已与官方解答核对。

题目 3：磁场中的离子

一束质量相同且恒为  的正离子（电荷为 ）从 Q 点出发，在纸面内沿不同方向发散（见图²）。

这些离子经过电压  加速。它们在垂直于纸面的匀强磁场  中发生偏转。磁场边界的形状使最初发

散的离子会聚于 A 点（ ）。离子的轨迹关于  的垂直平分线对称。

² 注：此示意图不属于原始题目的一部分。

磁场边界可以有多种形状，这里考虑其中一种特定类型：磁场区域连通，分布在垂直平分线周围，而

Q 点和 A 点位于无磁场区域。

a) 求粒子在磁场中运动轨迹的曲率半径  与电压  和磁感应强度  的关系。

b) 描述上述装置中粒子轨迹的特征。

c) 对于 、  和  三种情况，用几何作图法求出磁场边界。

d) 写出磁场边界的一般方程。

题目译自官方英文原文。

答案

取  的中点为原点，令 、 ，图示离子束位于  轴上方。

a)

b) 每条轨迹由入射直线段、半径为  的圆弧和出射直线段组成。圆心位于  的垂直平分线

上。若初始方向与  的夹角为 ，则磁场引起的偏转角为 ，每条直线段的长度均为

m +e

U B

QA = 2 ⋅ a
–

QA
–

R U B

R < a R = a R > 0

QA Q = (−a, 0) A = (a, 0) x

R =
mv

eB
=

1
B
√

2mU

e
.

R QA

QA θ 2θ

ℓ =
a − R sin θ

cos θ
.
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c) 将与入射射线平行的直线向磁力作用的一侧平移距离 ，它与垂直平分线的交点就是圆心。

从圆心向入射射线作垂线，垂足就是入射点；通过对称作图可得出射点。

对于向前传播的射线：

当  时，完整边界的两支具有竖直渐近线 。当  时，两支的极限端点为 ；

采用有限的角孔径可使这两点严格位于磁场之外。

d) 离子束穿过的边界部分为

或等价地写为

它们的隐式方程为

并须满足上述分支限制。

解答

a) 曲率半径

采用非相对论近似，忽略离子在加速前的初始动能，并忽略离子之间的相互作用。离子经过电势差  加速

后，有

磁力垂直于速度，因此只改变运动方向，不改变速率。在匀强磁场内，磁力提供向心力：

因此，

这里  表示磁感应强度的大小。若各输入量采用国际单位制单位，则  的单位为米。

b) 轨迹的几何性质

将磁场边界视为突变边界，忽略边缘场。设  为  的中点，并取

对于图示垂直纸面向外的磁场方向，向上运动的正离子沿顺时针方向偏转。考虑初始方向为

R

情况 允许角度，满足 ℓ > 0

R < a 0 < θ < π/2

R = a 0 < θ < π/2

R > a 0 < θ < arcsin(a/R)

R < a x = ±R R ≥ a Q,A

x = ±R sin θ, y = (a − R sin θ) tan θ

y =
|x|(a − |x|)

√R2 − x2
, 0 ≤ |x| < min(a,R).

(R2 − x2)y2 = x2(a − |x|)2,

U

1
2
mv2 = eU , v = √

2eU
m

.

evB =
mv2

R
.

R =
mv

eB
= √

2mU

eB2
.

B R

O QA

Q = (−a, 0), A = (a, 0).
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设  为入射点，  为出射点，  为圆弧的圆心。

在磁场之外，轨迹为直线。在突变边界处，速度保持连续，因此直线段与圆弧段相切连接。关于  轴的对

称性要求  为  的对称点，且圆心必须位于该轴上。

记 ，则

从  指向  的半径方向就是磁力的方向：

由于 ，有

因此

由此可得

圆心为

出射速度的方向为 。随后，离子沿长度为  的直线段从  到达 ，因为

因此，速度在磁场内转过的角度为 。圆弧在  点所对的圆心角也等于该角度，其弦长为

c) 几何作图与三种情形

对于选定的入射方向，作图步骤如下：

1. 从  作出射线。

2. 在磁力使离子偏转的一侧，作一条与该射线平行、垂直距离为  的直线。

3. 该直线与  的垂直平分线的交点为 。

4. 从  向入射射线作垂线，垂足为 。

5. 作出  关于垂直平分线的对称点 ，并画出连接这两点、半径为  的顺时针圆弧。

改变入射方向，就能描出入射边界。通过对称作图可描出出射边界。垂足必须位于  的前方，因此

为描述边界形状，令 。

。

任意锐角入射角均允许。当  从  增大并趋于  时，边界从  延伸至无限高处，在两侧分别趋

近于

v = v(cos θ, sin θ), 0 < θ <
π

2
.

P P ′ C

y

P ′ P

QP = ℓ

P = (−a + ℓ cos θ, ℓ sin θ).

P C

C − P = R(sin θ, − cos θ).

Cx = 0

−a + ℓ cos θ + R sin θ = 0,

ℓ =
a − R sin θ

cos θ
.

P = (−R sin θ, (a − R sin θ) tan θ),

P ′ = (R sin θ, (a − R sin θ) tan θ).

C = (0,
a sin θ − R

cos θ
).

(cos θ, − sin θ) ℓ P ′ A

P ′ + ℓ(cos θ, − sin θ) = (a, 0).

2θ C

PP ′ = 2R sin θ.

Q

R

QA C

C P

P P ′ R

Q

ℓ > 0 ⟺ R sin θ < a.

s = |x|

R < a

θ 0 π/2 O
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由于 ，  和  位于该条带之外。

在  附近，

因此，完整的极限轨迹在底部有一个尖点。

各分支不一定始终单调上升。若

则每一支先出现一个局部极大值，再出现一个局部极小值，随后上升并趋近其渐近线。否则，该分支单调

上升。这些特征可由第 (d) 问给出的导数得出。

。

该作图方法适用于任意锐角，且

每一支均从  出发，上升至最大值，然后在  时回落并趋向相应的源点或像点。

最大值出现在

其高度为

极限圆轨迹是以  为圆心、半径为 、端点为  的上半圆。

——这很可能是题目原本想表达的第三种情况。

作图要求

从几何上看，  可由斜边为 、对边为  的直角三角形作出。

每一条边界分支均从  出发，上升至唯一的最大值，然后在  时回落并趋向  或 。在此极限

下， ，圆轨迹的圆心为

其最高点为

对于 ，若采用完整的极限轨迹作为边界，  就会位于磁场边界上。为了使这两点严格处于无磁

场区域内，应选择最大入射角严格小于极限值的离子束。在这些轨迹外围延伸未被离子束穿过的边界；例

如，可用一个稍大的允许角度作出圆弧，在这些轨迹上方封闭磁场区域。所得磁场区域是连通的，并且与

x = −R 和 x = R

a > R Q A

O

y ∼
a

R
|x|,

R

a
> √

27

32
,

R = a

y = s√
a − s

a + s
, 0 ≤ s < a.

O θ → π/2

s =
√5 − 1

2
a,

ymax = a(
√5 − 1

2
)

5/2

≈ 0.3003a.

O a Q,A

R > a

0 < θ < α, .α = arcsin(a/R)

α R a

O θ → α Q A

ℓ → 0

C = (0, −√R2 − a2
).

y = R − √R2 − a2.

R ≥ a Q,A
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 保持分离。

会聚条件只确定离子束实际穿过的边界部分。

d) 边界的一般方程

由第 (b) 问，

对于锐角分支，

消去 ，得到

因此

未平方的表达式及其定义域选出了具有物理意义的上方边界。仅用平方后的方程还会包含其他分支。

为使讨论完整，求导得

因此，第 (c) 问中提到的所有高度驻点均满足

当  时，该方程在  内恰有一个根，对应于每条分支的最大值。

还可以验证，所构造的边界使每条轨迹均处于恰当的区域内。将入射坐标为  时的圆心高度写为

则

在  处进入磁场的离子沿上方圆弧运动：

对于 ，由  的单调性可得

因此，圆弧段位于入射边界和出射边界上方，即处于磁场内部。进入磁场前，入射直线位于边界下方，因

为

Q,A

s = R sin θ, y = (a − s) tan θ.

tan θ =
s

√R2 − s2
.

θ

y = f(s) =
s(a − s)

√R2 − s2
, s = |x|, 0 ≤ s < min(a,R).

(R2 − x2)y2 = x2(a − |x|)2.

f ′(s) =
s3 − 2R2s + aR2

(R2 − s2)3/2
.

s3 − 2R2s + aR2 = 0.

R > a 0 < s < a

s

c(s) = f(s) − √R2 − s2 =
as − R2

√R2 − s2
.

c′(s) =
R2(a − s)

(R2 − s2)3/2
> 0.

s = s0

yarc(s) = c(s0) + √R2 − s2, 0 ≤ s ≤ s0.

s < s0 c(s)

yarc(s) > c(s) + √R2 − s2 = f(s).

yline(s) = (a − s) tan θ < (a − s)
s

√R2 − s2
= f(s)
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对于边界定义域内的  成立。由对称性可知，离子离开磁场后也满足相同的结论。因此，该边界能

够实现所要求的会聚。

解答已与官方解答核对。

s > s0
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