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Aufgabe 1: Rotierender Stab

[
Ein Stab rotiert mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w um eine vertikale Achse A. Der Stab

schlieBt mit der Achse einen festen Winkel von /2 — « ein. Ein Korper der Masse m kann
entlang des Stabes gleiten. Der Reibungskoeffizient betragt 4 = tan 5. Der Winkel 3 wird als
,Reibungswinkel" bezeichnet.

a) Bestimmen Sie die Winkel o, bei denen der Korper in Ruhe bleibt, und diejenigen, bei denen
sich der Korper bewegt, wenn der Stab nicht rotiert (d. h. w = 0).

b) Der Stab rotiert mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w > 0. Der Winkel @ andert sich
wahrend der Rotation nicht. Finden Sie die Bedingung dafur, dass der Korper relativ zum Stab in
Ruhe bleibt.

Sie konnen die folgenden Beziehungen verwenden:
sin(a + ) = sina - cos B+ cosa - sin 8
cos(a+ ) = cosa-cos S Fsina - sinf

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Ubersetzt.
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Antworten
Esgelte ) < a < 7r/2 und 0 < B < 71'/2. Mit L > 0 sei der entlang des Stabes gemessene
Abstand von seinem Schnittpunkt mit der Rotationsachse bis zum Korper bezeichnet.

e a) Ein anfangs ruhender Korper bleibt in Ruhe, wenn

0<a<p.

Er gleitet den Stab hinab, wenn

T
<a< —.
p<os

Der Fall o = 3 entspricht dem Grenzfall des Gleichgewichts.

¢ b) Die notwendige und hinreichende Bedingung fir Ruhe relativ zum Stab lautet

‘gsina — w2Lcosza‘ < tan 3 cos « (g+ szsina).

Fir 0 < a < m/2 ist dies gleichbedeutend mit Lmin < L < Lpax, Wobei

Lin = Teosa cgosa max{0, tan(a — 5)},
tan(a +
gtanfa+f) g T
I - w? cos 2
max -~ T
00, a+ B> 3

Bei einem vertikalen Stab, a = 7/2, ist Ruhe unmdglich.

L

Losung

Wir modellieren den Korper als Massenpunkt, dessen Bewegung auf einen starren Stab in einem
homogenen Schwerefeld beschrankt ist. Wir verwenden das Coulombsche Haftreibungsgesetz: Die
Reibungskraft kann entlang des Stabes in beide Richtungen wirken, wobei ihr Betrag hochstens pV ist;
dabei ist IV die Normalkraft. Wir bestimmen, ob ein Korper, der anfangs relativ zum Stab ruht, in diesem
Zustand bleiben kann.

a) Nicht rotierender Stab
Der Stab bildet mit der Horizontalen einen Winkel a. Die Gewichtskraft hat daher die Komponenten
mgsina  entlang des Stabes abwarts, mgcosa  senkrecht zum Stab.

Senkrecht zum Stab tritt keine Beschleunigung auf, also gilt

N = mgcosa.
Fur das Gleichgewicht muss die Reibung die Komponente der Gewichtskraft entlang des Stabes
ausgleichen:

mgsina < umg cos a.
Fir 0 < a < /2 wird daraus
tana < pu = tan g,
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und somit a < f. Bei Gleichheit erreicht die Haftreibung ihren Maximalwert.

Wenn a > 3, kann die Reibung die Gewichtskraft nicht ausgleichen, und der aus der Ruhe
losgelassene Korper gleitet den Stab hinab. Bei oo = 71'/2 verschwinden die Normalkraft und damit die
verfligbare Reibungskraft, sodass der Korper auch in diesem Fall fallt.

b) Rotierender Stab

Wir verwenden ein Bezugssystem, das mit dem Stab rotiert. Auf einen Korper, der in diesem
Bezugssystem ruht, wirkt keine Corioliskraft; ebenso tritt keine Eulerkraft auf, da w konstant ist.
Zusatzlich zur Gewichtskraft und zu den Kontaktkraften berticksichtigen wir die Zentrifugalkraft.

Der Abstand des Korpers von der vertikalen Achse betragt
r = L cos a,
die Zentrifugalkraft wirkt also horizontal nach auBen und hat den Betrag

2

F.=mwr= mw>L cos a.

Wir wahlen die positive Richtung entlang des Stabes nach auBen und oben. Die resultierende
Komponente von Gewichtskraft und Zentrifugalkraft entlang des Stabes betragt

F| = F;cosa —mgsina =m (w2Lcos2 a— gsina).
Ihre Komponenten senkrecht zum Stab wirken in dieselbe Richtung. Die fur das Gleichgewicht
erforderliche Normalkraft betragt folglich

N =mgcosa + Fesina =mecosa (g +w’Lsina).
Die Reibung muss FH ausgleichen, sodass Gleichgewicht genau dann maoglich ist, wenn

|F|| < uN.
Einsetzen und Kirzen von m ergibt
gsina — w?L cos® a‘ < tan f cos a (g + w?L sina).

Die Rotation verandert somit sowohl die Kraft, welche die Reibung ausgleichen muss, als auch die
Normalkraft, welche die verfiigbare Reibungskraft bestimmt.

Um die Bedingung als Grenzen fiir L auszudriicken, zerlegen wir die Betragsungleichung in ihre beiden
Ungleichungen. Wir multiplizieren mit cos 8 > 0 und verwenden die angegebenen Additionstheoreme.
Dies ergibt

w?L cos acos(a — B) > gsin(a — B),
w?L cosacos(a + B) < gsin(a + B).
Fir 0 < a < m/2 sind sowohl cos « als auch cos(a — f3) positiv. Die erste Ungleichung erfordert daher

gtan(a — §)

L >
w? cos a

Wenn a < (3, ist die rechte Seite nichtpositiv, sodass sich daraus tiber L > 0 hinaus keine
Einschrankung ergibt. Die Zusammenfassung dieser Falle liefert das angegebene L ;.

Fur die zweite Ungleichung gilt:

e Wenn a + B < m/2, ist ihr Koeffizient von L positiv, woraus folgt
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_ gtan(a + )

L< 2
w* cos o
e Wenna + 8> 71'/2, ist ihre linke Seite nichtpositiv, wahrend ihre rechte Seite positiv ist. Sie ist

daher fir jedes L > 0 erfillt, und es gibt keine obere Grenze.

Unterhalb eines positiven Lin kann die Gewichtskraft nicht ausgeglichen werden, und der Korper
neigt dazu, nach innen und unten zu gleiten. Oberhalb eines endlichen Ly.x kann die nach auBen
gerichtete Kraft nicht ausgeglichen werden, und der Korper neigt dazu, nach auBen und oben zu
gleiten. Die Gleichheit an jeder der beiden Grenzen ist als Grenzfall des Gleichgewichts eingeschlossen.

SchlieBlich liegt der Korper flir o = 7r/2 auf der Rotationsachse. Die Zentrifugalkraft und die
Normalkraft verschwinden, sodass die Gewichtskraft unausgeglichen bleibt.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.

Aufgabe 2: Dicke Linse

[
Die Brennweite f einer dicken Glaslinse in Luft mit dem Brechungsindex n, den Krimmungsradien
r1, 79 und dem Scheitelabstand d (siehe Abbildung) ist gegeben durch:

f=

(n—1)[n(res —r1) +d(n — 1)]

Ko
~

v
S

wn
™~

e
oy

Anmerkung: r; > 0 bedeutet, dass der Krimmungsmittelpunkt M; rechts vom Flachenscheitel .S;
liegt; r; < 0 bedeutet, dass der Krimmungsmittelpunkt M; links vom Flachenscheitel S; liegt (
1=1,2).

Fur einige spezielle Anwendungen muss die Brennweite unabhangig von der Wellenlange sein.
a) Fur wie viele verschiedene Wellenlangen kann dieselbe Brennweite erreicht werden?

b) Geben Sie eine Beziehung zwischen r; (¢ = 1, 2), d und dem Brechungsindex n an, mit der sich
die geforderte Wellenlangenunabhangigkeit erfiillen lasst, und diskutieren Sie diese Beziehung.
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Skizzieren Sie mogliche Linsenformen und markieren Sie die Krimmungsmittelpunkte M; und
Mo.

c) Beweisen Sie, dass bei einer gegebenen plankonvexen Linse eine bestimmte Brennweite nur bei
einer einzigen Wellenlange erreicht werden kann.

d) Geben Sie mogliche Parameter der dicken Linse flir zwei weitere Falle an, in denen eine
bestimmte Brennweite nur bei einer einzigen Wellenlange realisiert werden kann. Berlcksichtigen
Sie dabei die physikalischen und geometrischen Gegebenheiten.

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Ubersetzt.

Antworten

¢ a) Hochstens zwei verschiedene Wellenldngen, sofern verschiedene Wellenlangen im
betrachteten Spektralbereich unterschiedliche Brechungsindizes besitzen.

¢ b) Fir zwei verschiedene Brechungsindizes n1,ny > 1 erfordert die exakte Gleichheit der

1
7"1—’/"2:d<1— >
ning

Wellenlangenunabhangigkeit in erster Ordnung bei einem Brechungsindex n erfordert

Brennweiten

1

7’1—1"2=d 1—-—
2
"o

Folglich gilt 0 < r; — 79 < d. Mdgliche Formen sind eine ungewohnlich dicke bikonvexe
Linse und zwei zueinander umgekehrt orientierte Meniskuslinsen. Fur ihre
Krimmungsmittelpunkte gilt, dass M7 links von M3 liegt.

e ¢) Fir eine plankonvexe Linse mit dem Radius R > 0 der konvexen Flache gilt

Jede erreichbare Brennweite legt daher genau einen Brechungsindex und somit eine
Wellenlange fest.

e d) Zwei physikalisch realisierbare Beispiele, wobei R > 0 eine beliebige Lange ist, sind

rn=R, m=-R, d=R

und

7’1:—R, 7’2:R, d = R|.

Dabei handelt es sich um eine bikonvexe beziehungsweise eine bikonkave Linse. Fir jede
erreichbare Brennweite ist der andere algebraische Brechungsindex im ersten Beispiel
negativ und im zweiten kleiner als 1.

eulersolve.org/ipho/1975/

5/15



Losung

Wir verwenden die angegebene Formel im Rahmen der paraxialen geometrischen Optik, bei fester
Linsengeometrie und homogenem Glas. Die Wellenlange geht Uber n = n()\) ein. Fir gewohnliches
Glas in einem transparenten Bereich mit normaler Dispersion giltn > 1, und n()\) ist injektiv.

Wir definieren die Brechkraft und zwei zweckmaBige Konstanten:

1
®(n) = —r, P =riry, C=d+ry—r.
f(n)
Fur endliche, von null verschiedene Radien nimmt die gegebene Formel die folgende Form an:
1 d
d(n)=—=|Cn—(C+d)+ —|. (1
P n
a) Anzahl der Wellenlangen
Fir eine vorgegebene endliche Brennweite F' ergibt Gleichung (1)
2 P
Cn” — C+d+f n+d=0. (2)

Diese Gleichung ist quadratisch in n, sodass es hochstens zwei verschiedene Brechungsindizes geben
kann. Fir C' = 0 wird sie linear.

Beide Losungen konnen physikalisch zulassig sein: Teil (b) liefert eine Konstruktion fiir jedes gewahlte
Paar verschiedener Brechungsindizes von Glas. Das Maximum betragt somit zwei Wellenlangen.

Eine exakte Konstanz Uber ein kontinuierliches Wellenlangenintervall ist flr eine nicht entartete
dispersive Linse unmoglich: Gleichung (2) kann nicht identisch in n erfillt sein, da ihr konstanter Term
d > 0Oist.

b) Bedingungen und mogliche Linsenformen

Flr zwei verschiedene Brechungsindizes 1 und n3 ist die Gleichheit der Brennweiten gleichbedeutend
mit der Gleichheit der Brechkrafte. Subtraktion von Gleichung (1) fir die beiden Brechungsindizes
ergibt

P[®(n1) — ®(n2)| = (n1 — na) <C __d >

ning

Dany 75 no, gilt

d
C = .
nine
Somit folgt
1 ning
T’l—TQId 1— y d:—(’l”l—T’g). (3)

ninsg ning — 1
Wegen ny,ny > 1 gilt

|O<r1—r2<d. (4)
Fir zwei beliebige verfligbare Brechungsindizes von Glas wahle man beispielsweise r; = R, r9 = — R

und
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d - 2R’I’L1’I’L2
- ning — 1 ’

Dies ergibt eine bikonvexe Linse, die Gleichung (3) erfullt, und zeigt damit, dass zwei physikalische
Losungen moglich sind.

Fur eine feste Linse lautet der zugehorige zweite Brechungsindex

d

ng = ——.
C’n1

Beide Brechungsindizes missen innerhalb des tatsachlichen Dispersionsbereichs des Glases liegen.

Um Unabhangigkeit in erster Ordnung in der Nahe einer Wellenlange zu erhalten, fordert man
df df dn
dx  dndx
Da bei gewdhnlicher Dispersion dn/dA # 0 gilt, erfordert dies d f /dn = 0 oder, gleichbedeutend
damit fir endliches f, d®/dn = 0. Gleichung (1) ergibt

dd 1 d
an ?(C_ﬁ)‘

Somit gilt beim Auslegungsbrechungsindex ng

d 1
02—2, 7"1—7"2:(1(1——2).
Ny Ny

Die exakte Bedingung fur zwei Wellenlangen und die Stationaritatsbedingung sind durch folgende
Beziehung verknipft:

0.

ng = /nins.
Die beiden verschiedenen Brechungsindizes liegen daher auf entgegengesetzten Seiten des
Brechungsindex am stationaren Punkt. Bei der stationaren Brennweite selbst hat die quadratische
Gleichung eine doppelte Lésung: Es gibt genau eine Wellenlange, bei der die Anderung in erster
Ordnung verschwindet.

Die verbleibende Abhangigkeit ist im Allgemeinen von zweiter Ordnung, denn

d?’®  2d 0
dn?  Pn3 7 0.
Einsetzen in die Brennweitenformel ergibt
2
n0r17'2
ny) = ————.
f(mo) d(no — 1)?

Die zulassige bikonvexe Form hat somit eine positive Brennweite, wahrend die zulassigen
Meniskusformen negative Brennweiten haben.

Zur prazisen Beschreibung der Skizzen setzen wir
z(S1) =0, z(S2) = d.
Die Krimmungsmittelpunkte liegen dann bei
z(M,) = rq, z(Msy) =d+ 7.
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Unter der Bedingung von Gleichung (5) gilt

d
0

Seid = d(l — 1/n%), sodass 0 < § < d. Die folgenden Wabhlen liefern drei konkrete Skizzen; die

aufgeflhrten Punkte sind von links nach rechts angeordnet.

Reihenfolge der Scheitel und

Linsenform Mogliche Radien .
9 Mittelpunkte

Bikonvex: Beide optischen Flachen sind

=4/2 =—6/2 Sy, My, Ms, S
nach auBen gewdlbt ™1 /2, 72 / 1, My, Mz, 52

Meniskus: erste Flache konvex, zweite
. ri=d-+ (5, re =d 51, 52, Ml, M
Flache konkav

Umgekehrter Meniskus: erste Flache
ri=—d, 19o=—(d+06) My, M,, S{, S
konkav, zweite Flache konvex ! T2 (d+9) L2 =l =2

Die optischen Flachen konnen kleine Kugelkalotten sein, die durch eine Seitenwand verbunden sind. Im

bikonvexen Fall wird Bedingung (4) zu

d > ri+ |ra.

Sie erfordert daher ein langes Glasstiick mit konvexen Stirnflachen anstelle der Ublichen diinnen

bikonvexen Form. Bei einer bikonkaven Linse gilt 71 < 0 < 79, was 1 > 73 widerspricht; sie kann die

Achromasiebedingung daher nicht erfullen.
c) Plankonvexe Linse

Es gibt zwei Orientierungen. Der Grenzlibergang zu einer ebenen Flache ergibt
1

T9 —> 00 : f=

n—1’

oder
T2

r1 — 00 : f:—n_l.

Fir eine konvexe Kugelflache mit dem Radiusbetrag R vereinfachen sich beide zu

R
n) = .
f(n) = —
Die Dicke fallt aus dem Ausdruck flr die effektive Brennweite heraus. AuBerdem gilt
d R
4 _ <0 (n > 1).

dn __(n—1)2

Somit ist f(n) streng monoton, und eine vorgegebene erreichbare Brennweite bestimmt den
Brechungsindex zu

R

Innerhalb eines Bereichs mit injektiver Dispersionsfunktion gibt es daher genau eine zugehorige
Wellenlange.
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d) Zwei weitere Falle mit nur einer physikalisch zulassigen Wellenlange

Fur C # 0 ergibt sich aus Gleichung (2) fir das Produkt der beiden algebraischen Brechungsindizes
" d
nn=—. (8)

C

Daraus ergeben sich zwei nutzliche Familien.
1.71 — 19 > d, oder C' < 0.

Fir C' < 0 gehort zu einer physikalischen Losung n > 1 eine negative zweite Losung,
d
n=—<0
Cn ’
die kein gewdhnliches Glas beschreiben kann. Fiir C' = 0 ist Gleichung (2) linear und hat wiederum
hochstens eine Losung.
Ein konkretes Beispiel ist
’I"1=R, 7’2:—R, dIR.

Dies ist eine physikalisch realisierbare bikonvexe Linse. lhre Brennweite betragt

fn) = -2

b
n?—1

und es gilt

df  R(n’+1) ~ 0

dn  (n?—1)2 '
Jede erreichbare positive Brennweite tritt daher nur bei einem physikalisch zulassigen Brechungsindex
auf. Die andere algebraische Lésung istm = —1/n.

2.71 < 79, oder C > d.

Fiir eine physikalische Losung n > 1 gilt
d 1
0<n=—<—<1.
Cn — n

Die zweite Losung liegt daher auBerhalb des Bereichs fur gewohnliches Glas.

Ein konkretes Beispiel ist
r1 = —R, ro = R, d=R.

Dies ist eine bikonkave Linse mit positiver Mittendicke; ihre Dicke nimmt mit dem Abstand von der
Achse zu. lhre Brennweite betragt

Rn
)= =Ee-n <
und ihr anderer algebraischer Brechungsindex ist
_ 1
n = 3 < 1.

Somit entspricht auch jede erreichbare negative Brennweite nur einer physikalisch zulassigen
Wellenlange.
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Beide Beispiele haben eine endliche Dicke und zwei gekriimmte Flachen. Eine hinreichend kleine
Apertur macht sie mit der paraxialen Naherung vereinbar.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.

Aufgabe 3: lonen in einem Magnetfeld
[
Ein Strahl positiver lonen (Ladung +e€) gleicher und konstanter Masse m breitet sich vom Punkt Q
aus in verschiedenen Richtungen in der Papierebene aus (siehe Abbildung?). Die lonen wurden
durch eine Spannung U beschleunigt. Sie werden in einem homogenen Magnetfeld B abgelenkt,
das senkrecht zur Papierebene steht. Die Grenzen des Magnetfeldes sind so gestaltet, dass die
zunachst auseinanderlaufenden lonen im Punkt A fokussiert werden (@ = 2. a). Die Bahnen

der lonen sind symmetrisch bezuglich der Mittelsenkrechten auf Q—A

magnetic field

@
o ©
o ®
©
®
et

a sl
2 Anmerkung: Diese veranschaulichende Abbildung war nicht Bestandteil der urspriinglichen
Aufgabenstellung.

Unter den verschiedenen moglichen Begrenzungen von Magnetfeldern soll ein bestimmter Typ
betrachtet werden, bei dem ein zusammenhangendes Magnetfeld um die Mittelsenkrechte herum
wirkt und die Punkte Q und A im feldfreien Bereich liegen.

a) Geben Sie den Kriimmungsradius R der Teilchenbahn im Magnetfeld als Funktion der
Spannung U und der magnetischen Flussdichte B an.

b) Beschreiben Sie die charakteristischen Eigenschaften der Teilchenbahnen in der oben
genannten Anordnung.

c) Bestimmen Sie die Grenzen des Magnetfeldes durch geometrische Konstruktionen fur die Falle
R<a R=aund R > 0.

d) Geben Sie die allgemeine Gleichung fir die Grenzen des Magnetfeldes an.

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Ubersetzt.

Antworten

Wahlen wir den Mittelpunkt von Q A als Ursprung, mit @ = (—a,0), A = (a,0) und dem
dargestellten Strahl oberhalb der z-Achse.
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muv 1 2mU
R=—=— .
eB B e

e b) Jede Bahn besteht aus einem geraden einlaufenden Abschnitt, einem Kreisbogen mit
Radius R und einem geraden auslaufenden Abschnitt. Der Kreismittelpunkt liegt auf der
Mittelsenkrechten von (Q A. SchlieBt die Anfangsrichtung mit ) A einen Winkel 6 ein, so
betragt die magnetische Ablenkung 26, und jeder gerade Abschnitt hat die Lange

a— Rsinf

cos 6

,e:

e ¢) Konstruieren Sie den Kreismittelpunkt als Schnittpunkt der Mittelsenkrechten mit einer
Parallelen zum einlaufenden Strahl, die um R in Richtung der magnetischen Kraft versetzt
ist. Der LotfuBpunkt auf dem Strahl ist der Eintrittspunkt; durch Spiegelung erhalt man den
Austrittspunkt.

Fir die vorwarts gerichteten Strahlen:
Fall | Zuldssige Winkel mit £ > 0
R<a 0<0<m/2
R=a 0<0<m/2
R>a| 0<6<arcsin(a/R)

Fir R < a haben die vollstandigen Grenzkurvenaste die senkrechten Asymptoten x = = R. Flr
R > a haben sie Grenzendpunkte bei (), A; eine endliche Winkel6ffnung halt diese Punkte strikt

auBerhalb des Feldes.

e d) Die vom Strahl durchquerten Abschnitte der Grenze sind

z = +Rsinb, y=(a— Rsinf)tané

oder gleichwertig

~ [zl(a—|a])

3 0 < || < min(a, R).
—z

Ihre implizite Gleichung lautet

(R® =)y = 2’(a — |2)%,

mit den oben angegebenen Einschrankungen fiir die Aste.

.

Losung
a) Kriimmungsradius

Wir verwenden die nichtrelativistische Naherung, vernachlassigen die anfangliche kinetische Energie
der lonen vor der Beschleunigung und vernachlassigen Wechselwirkungen zwischen den lonen. Die
Beschleunigung durch die Potentialdifferenz U ergibt
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r ., 2eU
—muv” = el, v = .
2 m

Die magnetische Kraft steht senkrecht zur Geschwindigkeit und andert daher die Bewegungsrichtung,
ohne den Geschwindigkeitsbetrag zu andern. Innerhalb des homogenen Feldes liefert sie die
Zentripetalkraft:

B mu
evB = R
Folglich gilt
muv 2mU
R= — =4/ ———.
eB eB?

Hier bezeichnet B den Betrag der magnetischen Flussdichte. Werden die GroBen in SI-Einheiten
eingesetzt, ergibt sich R in Metern.

b) Geometrie der Bahnen

Wir behandeln die Feldgrenze als scharf und vernachlassigen Randfelder. Sei O der Mittelpunkt von
QA, und wir wahlen

Q = (_a70)7 A= (CL,O).
Bei der dargestellten, aus der Papierebene heraus gerichteten Feldrichtung werden positive lonen, die

sich nach oben bewegen, im Uhrzeigersinn abgelenkt. Wir betrachten die Anfangsrichtung

v = v(cos 6§, sin ), 0<6< g

Seien P der Eintrittspunkt, P’ der Austrittspunkt und C' der Mittelpunkt des Kreisbogens.

AuBerhalb des Feldes verlauft die Bahn geradlinig. An einer scharfen Grenze bleibt die Geschwindigkeit
stetig, sodass die geraden und kreisformigen Abschnitte tangential ineinander Gbergehen. Die
Symmetrie bezlglich der y-Achse erfordert, dass P’ das Spiegelbild von P ist, und der
Kreismittelpunkt muss auf dieser Achse liegen.

Mit QP = ¢ gilt
P = (—a+{£cosb, lsinb).

Der Radiusvektor von P nach C zeigt in Richtung der magnetischen Kraft:
C — P = R(sin6, — cosb).

Da (C, = 0, gilt
—a+fcosf + Rsinf = 0,
und somit
a— Rsin@
b= ——
cos 6

Daraus folgt
P = (—Rsinb, (a — Rsinf)tanb),
P' = (Rsinf, (a — Rsinf)tan¥).
Der Mittelpunkt ist
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c-(o

asinH—R)

cos 6

Die austretende Geschwindigkeit hat die Richtung (cos 0, — sin 0). Ein gerader Abschnitt der Lange ¢

fiihrt das lon dann von P’ nach A, denn

P’ 4+ {(cos @, —sinh) = (a,0).

Die Geschwindigkeit dreht sich innerhalb des Feldes somit um 26. Der Kreisbogen Uberstreicht bei C'

denselben Mittelpunktswinkel, und seine Sehne hat die Lange
PP’ = 2Rsiné.

c) Geometrische Konstruktion und die drei Falle

Flr eine gewahlte Einfallsrichtung erfolgt die Konstruktion so:

1. Zeichnen Sie den von () ausgehenden Strahl.

2. Zeichnen Sie eine parallele Gerade im senkrechten Abstand R auf der Seite, zu der die

magnetische Kraft das lon ablenkt.

3. Ihr Schnittpunkt mit der Mittelsenkrechten von QA ist C.

4. Fallen Sie das Lot von C' auf den einlaufenden Strahl. Sein FuBpunkt ist P.
5. Spiegeln Sie P an der Mittelsenkrechten, um P’ zu erhalten, und zeichnen Sie den im
Uhrzeigersinn durchlaufenen Kreisbogen mit Radius R, der beide Punkte verbindet.

Durch Variation der Einfallsrichtung erhalt man die Eintrittsgrenze. Durch Spiegelung erhalt man die
Austrittsgrenze. Der LotfuBpunkt muss in Strahlrichtung vor @) liegen, also gilt

{>0 <= Rsinf<a.

Zur Beschreibung der Formen setzen wir s = |z|.

e R <a.

Jeder spitze Einfallswinkel ist zulassig. Wenn 6 von 0 aus gegen 71'/2 wachst, verlauft die Grenze

von O aus zu unendlicher Hohe und nahert sich auf den beiden Seiten

r=—-—R und z=R

an. Daa > R, liegen @ und A auBerhalb dieses Streifens.

In der Nahe von O gilt

Z/ ~

a

R

],

sodass die vollstandige Grenzkurve unten eine Spitze besitzt.

Die Aste miissen nicht durchgehend monoton ansteigen. Falls

R

a

57
~\ 32

besitzt jeder Ast zunachst ein lokales Maximum und anschlieBend ein lokales Minimum, bevor er zu

seiner Asymptote hin ansteigt. Andernfalls steigt er monoton an. Diese Eigenschaften folgen aus der in

Teil (d) angegebenen Ableitung.
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e R=a.
Die Konstruktion funktioniert fur jeden spitzen Winkel, und es gilt

y:s\/a:rs, 0<s<a.
a+s

Jeder Ast beginnt bei O, steigt bis zu einem Maximum an und kehrt fir 8 — 71'/2 zum jeweiligen

Quell- oder Bildpunkt zurtick.

Das Maximum liegt bei

mit der Hohe

5/2
—1
Ymax — @ (\/_T> ~ 0.3003a.

Die kreisférmige Grenzbahn ist der obere Halbkreis mit Radius a und Mittelpunkt O, dessen Endpunkte
Q, A sind.

e R > a — der vermutlich beabsichtigte dritte Fall.
Die Konstruktion erfordert

0<6<a, o = arcsin(a/R) |.

Geometrisch erhalt man a aus einem rechtwinkligen Dreieck mit Hypotenuse R und
Gegenkathete a.

Jeder Grenzkurvenast beginnt bei O, steigt bis zu einem einzigen Maximum an und kehrt fir @ — « zu
Q oder A zuriick. In diesem Grenzfall gilt £ — 0, und die Kreisbahn hat den Mittelpunkt

C = (0,—\/R2 —a2>.
Ihr hochster Punkt liegt bei

y=R—VR?—a?

Fir R > a wirden @, A bei Verwendung der vollstandigen Grenzkurve auf der Feldgrenze liegen.
Damit sie strikt innerhalb feldfreier Bereiche bleiben, wahlen wir einen Strahl, dessen maximaler Winkel
strikt unter dem Grenzwert liegt. Wir fihren den nicht genutzten Teil der Grenze um seine Bahnen
herum weiter; beispielsweise schlieBen wir das Feld oberhalb dieser Bahnen mit einem Kreisbogen ab,
der flr einen etwas groBeren zulassigen Winkel konstruiert wird. Das resultierende Feld ist
zusammenhangend und bleibt von @), A getrennt.

Nur diejenigen Grenzabschnitte, die der Strahl tatsachlich durchquert, sind durch die
Fokussierungsbedingung festgelegt.

d) Allgemeine Gleichung der Grenze
Aus Teil (b) folgt

s = Rsin 6, y = (a— s)tanb.
Flr den Ast mit spitzen Winkeln gilt
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S

tanf = ———
VR2 — g2
Eliminieren von 6 ergibt
fls) = Slezs) 2], 0<s<min(a,R)
y: 5:—, SZQI}, <SS mlIla, .
VR2 — g2

Somit gilt

(R* —2®)y* = 2’(a — |z])*.

Der nicht quadrierte Ausdruck und der Definitionsbereich wahlen die physikalisch relevante obere
Grenzkurve aus. Durch das Quadrieren allein werden auch andere Aste zugelassen.

Der Vollstandigkeit halber ergibt die Ableitung

£(s) = s3> — 2R%s + aR?

(R2 — s2)3/2

Somit erfillen alle in Teil (¢) erwahnten stationaren Hohen die Gleichung

s® —2R%s + aR? = 0.

Fur R > a hat diese Gleichung genau eine Nullstelle in 0 < s < a, die das Maximum jedes Astes
liefert.

Wir konnen auch Uberprifen, dass die konstruierte Grenze jede Bahn im jeweils richtigen Bereich halt.
Wir schreiben die Hohe des Kreismittelpunkts fur die Eintrittskoordinate s als

e(s) = f(s) - VRE ;2= S F

R? _ 52
Dann gilt
R%(a — s)
!/
c(s) = ———->0.

(s) (R? — 32)3/2

Ein bei s = s¢ eintretendes lon folgt dem oberen Kreisbogen
Yarc(8) = c(s0) + V R? — s2, 0 <s < so.

Fir s < sg ergibt die Monotonie von ¢(s)

Yarc(8) > ¢(s) + V R? — s = f(s).

Somit liegt der kreisformige Abschnitt oberhalb der Eintritts- und Austrittsgrenzen, also innerhalb des
Feldes. Vor dem Eintritt liegt die einlaufende Gerade unterhalb der Grenze, denn

Vine(s) = (@ = 8) tanf < (a = 8)——— = £(s)

gilt fir s > sg im Definitionsbereich der Grenze. Durch Spiegelung erhalt man dasselbe Ergebnis nach
dem Austritt. Die Grenze bewirkt somit die geforderte Fokussierung.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.
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