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Problemas tedricos y soluciones - Bucarest, Rumania - 4 problemas tedricos con soluciones
completas
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Problema 1: Tres cilindros sobre un plano inclinado
[
Tres cilindros de la misma masa, la misma longitud y el mismo radio exterior se encuentran
inicialmente en reposo sobre un plano inclinado. El coeficiente de rozamiento por deslizamiento
sobre el plano inclinado, u, es conocido y tiene el mismo valor para todos los cilindros. El primer
cilindro esta vacio (es un tubo), el segundo es macizo y homogéneo, y el tercero tiene una
cavidad exactamente igual a la del primero, pero cerrada con dos tapas de masa despreciable y
llena de un liquido de la misma densidad que las paredes del cilindro. El rozamiento entre el
liquido y la pared del cilindro se considera despreciable. La densidad del material del primer
cilindro es n veces la del segundo o del tercer cilindro.

Determine:

a) La aceleracion lineal de los cilindros en el caso sin deslizamiento. Compare todas las
aceleraciones.

b) La condicion que debe cumplir el angulo « del plano inclinado para que ninguno de los cilindros
deslice.

c) Las razones entre las aceleraciones angulares en el caso de rodadura con deslizamiento de los
tres cilindros. Compare estas aceleraciones.

d) La fuerza de interaccion entre el liquido y las paredes del cilindro en el caso de deslizamiento
de este cilindro, sabiendo que la masa del liquido es m;.

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

Sea R el radio exterior comun y B; la aceleracidn angular de la parte sélida del cilindro 7. Sea é\l el
vector unitario dirigido cuesta abajo y € | el vector unitario normal al plano y dirigido hacia fuera
de él. Las comparaciones siguientes suponen cavidades de tamafio nonulo, n > 1,y
0<a<m/2
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¢ a) Las aceleraciones cuesta abajo son

on 2 2n?

——¢gsina as = —¢gsino as =
n—19Y ’ 2 g ’ ST o2 yron—1

N=7 3

gsina

a1 < az < asz < gsina.

e b) Si el valor dado de p también representa el coeficiente de rozamiento estatico limite,

dn — 1
tan o S /Lm

El cilindro 1 determina la condicion limite. Si i designa estrictamente el rozamiento cinético,
también se necesitan los coeficientes de rozamiento estatico para obtener una condicion
exacta de ausencia de deslizamiento.

e ¢) Para un rozamiento por deslizamiento no nulo,

2
Bi1:B2:P3=n:(2n—-1):n°, B1 < B2 < PBs.
De forma equivalente, las inversas de las aceleraciones satisfacen

1 1 1 1 1 1
B1 B2 B3 m 2m—1 n?’

e d) La fuerza resultante que ejercen las paredes sobre el liquido es

Falls 1 = mugcosa (&1 — péy).

Por tanto, el mdédulo de la fuerza de interaccion es

F =mygcosay/1+ p2.

La fuerza sobre el liquido forma un angulo arctan p con la normal exterior, hacia el lado de

subida del plano. La fuerza sobre las paredes tiene igual médulo y sentido opuesto.

L

Solucion

Sean M la masa total comun, L la longitud comun y r el radio de la cavidad de los cilindros 1y 3.
Denotemos por p la densidad del cilindro 2, de las paredes del cilindro 3 y de su liquido. El cilindro 1
tiene densidad np.

La igualdad de las masas da
M = prR*L = npn(R* — r*)L.

Por tanto,

r? n—1

R?  n

En consecuencia, la masa de la envoltura del tercer cilindro y la masa de su liquido son

M n—1
Mgpenz = P m; =M .

n
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Consideramos los cilindros rigidos, despreciamos la resistencia a la rodadura y modelizamos el liquido
completamente confinado como incompresible y no viscoso. La rotacién de la pared circular no impone
un movimiento tangencial a este liquido. Las fuerzas de presidn no ejercen ninglin momento respecto al
eje del cilindro, por lo que el liquido, que inicialmente no gira, se traslada con el cilindro sin girar.

Asi, toda la masa M contribuye a la traslacidn, pero solo la envoltura contribuye a la inercia de rotacion
del cilindro 3. Utilizando el momento de inercia axial %m(R2 + 7‘2) de un cilindro anular homogéneo,

1 2n—1
I = -M(R*+7*) = MR*———
1= (R* +r°) R 5
1
I, = EMRQ,
1M 2n —1
Ii= = (R*+r%) = MR "~
2 n 2n2
Aqui Is designa el momento de inercia de la envoltura que gira.
Definamos los momentos de inercia adimensionales
I; 2n —1 1 2n —1
7 MR2 ) 1 om ) 2 2 ’ 3 27’1.2

a) Aceleraciones lineales sin deslizamiento

Sea f; la fuerza de rozamiento estatico, dirigida cuesta arriba. La segunda ley de Newton a lo largo del
plano y la ecuacidn de rotacion respecto al eje del cilindro dan

Mai = MgSiIlOé — fi’ IZ/Bz = flR
Para la rodadura sin deslizamiento,

Por tanto,

I.
fi = =5 a; = Mk;a;,

R2
y, en consecuencia,
gsina
a; = —.
1+ k;
Sustituyendo los tres momentos de inercia,
2n o 2 . 2n? .
ap = ——gsina ay = —gsin«o as = ina.
YT 1Y ’ 2 3g ’ 5 2n2—|—2n—1g
Paran > 1,
n—1 (n—1)2
ki — ko = >0, ko — ks = —— > 0.
2n 2n2

Como a; disminuye al aumentar k;,

a1 <az <asz< gsina.|

El cilindro lleno de liquido tiene la mayor aceleracion porque su liquido aporta masa a la traslacién sin
aportar inercia a la rotacion.
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b) Condicion para que todos los cilindros rueden sin deslizar
No hay aceleracién normal al plano, de modo que cada cilindro tiene una reaccién normal
N = Mgcos a.
El rozamiento estatico necesario para la rodadura es
e
fi = Mgsin Oérki,
lo que da

Sk

= —-1t .
N s an o

Para distinguir explicitamente entre el rozamiento estatico y el rozamiento por deslizamiento, sea i ;

el coeficiente de rozamiento estatico limite del cilindro 2. Los tres pueden rodar sin deslizar si y solo si

dn —1 2n2+2n—1}

< mi _—
tan o < min {,us,l o 1’ 3s2, Ms3 o — 1

En la idealizacion habitual con un Unico coeficiente, p1s1 = pts2 = 53 = p. Como k1 > ko > k3, el

cilindro 1 requiere el mayor rozamiento en relacidn con su reaccion normal y, por tanto, determina el

limite:

dn —1 dn —1
tana < y———, o a < arctan|pu——— ).
2n —1 2n —1

La igualdad corresponde al rozamiento estatico limite del cilindro 1.

c) Razones entre las aceleraciones angulares cuando los tres deslizan

En el régimen estipulado, los cilindros deslizan cuesta abajo respecto al plano. El rozamiento cinético

actua cuesta arriba y tiene el mismo modulo para cada uno:
f=pMgcosa.

Por tanto, sus aceleraciones de traslacién son iguales:

as = g(sina — pcos ).

Sus aceleraciones angulares se obtienen de

Iipi = fR,
sin imponer la relacién de ausencia de deslizamiento a = R/(3. En consecuencia,
2n  pgcosa g COs & 2n?  pgcosa
p1= ; By =2———, B3 = :
2n —1 R R 2n — 1 R

Al eliminar el factor comun se obtiene

Bi:Bs:Bs3=mn:(2n—1):n’

Las razones entre ellas son

f?gl = E%Z}_::LE f?é_ = ___Z}f___ f?E_ =N
B n B 2m—-1" B
Paran > 1,
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2n —1 > n, n’—(2n—-1)=(n—-1)2>0,

por lo que

B1 < By < Bs.

Como comprobacién de coherencia, el deslizamiento cuesta abajo desde el reposo requiere

as1 — RB; > 0. En el modelo con un Unico coeficiente, los tres satisfacen esta condicién cuando
on?+2n—1
2n—1

El cilindro 3 es el Ultimo en comenzar a deslizar al aumentar la inclinacion.

tana > p

d) Fuerza de interaccidn entre el liquido y las paredes

El centro de masas del liquido acelera cuesta abajo junto con el cilindro que desliza:
ag = g(sina — pcos ).
Sean FH y F'| las componentes de la fuerza resultante que ejercen las paredes sobre el liquido,

positivas cuesta abajo y en la direccidon normal hacia fuera del plano. Aplicando la segunda ley de
Newton Unicamente al liquido,

F| + migsina = mjaq,
F| —mygcosa = 0.
Por tanto,
FH = —pumgcos a, F| =mygcosa.

Estas componentes proceden de la fuerza de presion resultante; una componente cuesta arriba no
requiere rozamiento viscoso entre el liquido y la pared. Por tanto,

Fyanss = mygcosa (& — pé)

F = \/FH2 + F? = mygcosay/1+ p2.

Su inclinacién respecto a la normal exterior, hacia el lado de subida del plano, es

0 = arctan p.

Por la tercera ley de Newton, el liquido ejerce la fuerza opuesta sobre las paredes.

La solucidon se comprobd con la solucion oficial.

Problema 2: Argon y oxigeno en dos cilindros con pistones conectados

[
Dos cilindros A y B de igual didmetro contienen dos pistones de masa despreciable conectados
mediante una varilla rigida. Los pistones pueden moverse libremente. La varilla es un tubo corto
provisto de una valvula. Inicialmente, la valvula esta cerrada (fig. 2.1).
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Fig. 2.1

El cilindro A y su pistén estan aislados adiabaticamente, y el cilindro B esta en contacto térmico
con un termostato cuya temperatura es 8 = 27°C.

Inicialmente, el pistdn del cilindro A esta fijo y en su interior hay una masa m = 32 kg de argon a
una presion superior a la atmosférica. En el interior del cilindro B hay una masa de oxigeno a la
presion atmosférica normal.

Al liberar el pistdon del cilindro A, este se mueve con suficiente lentitud (de forma cuasiestatica) v,
en el equilibrio, el volumen del gas es ocho veces el inicial, mientras que en el cilindro B la
densidad del oxigeno se ha duplicado. Sabiendo que el termostato ha recibido el calor

Q' = 747,9 - 10*J, determine:

a) Demuestre, a partir de la teoria cinética de los gases y estudiando las colisiones elasticas de
las moléculas con el piston, que la ecuacion térmica del proceso que tiene lugar en el cilindro A es
TV ?2/3 = constante.

b) Calcule los pardmetros p, V' y T' del argoén en los estados inicial y final.
c) Al abrir la valvula que separa los dos cilindros, calcule la presion final de la mezcla de gases.

La masa kilomolar del argén es u = 40 kg/kmol.

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

Los siguientes son los resultados formales obtenidos a partir de la relacion adiabatica solicitada,
el equilibrio mecanico final y la conservacion de la energia total. La descripcién del proceso como
cuasiestatico presenta un problema de coherencia fisica: al liberar el pistdn, el argén esta a 64p,
y el oxigeno solo a pg, por lo que el conjunto de pistones sin masa no puede moverse de forma
cuasiestatica.

e a)|TV?3 = constante |, o, de forma equivalente, pV*/3 = constante.

e b) Los estados del argdn, antes de abrir la vélvula, son:

Estado Presionp VolumenV  Temperatura T
Inicial  64pg ~ 6.48 x 10° Pa 1.03m*  1.00 x 103 K
Final 2po =~ 2.03 x 10° Pa 8.20 m? 250 K
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e c) Después de abrir la valvula y alcanzar el equilibrio térmico,

166
mix = ——po ~ 2.24 x 10° Pal.
P 75 Po x 10° Pa

Aqui, pg es la presién atmosférica normal.

L

Solucion

Consideramos ambos gases como ideales y despreciamos el volumen del tubo corto de conexion.
Utilizamos

po = 1.01325 x 10° Pa, Ty ~ 300 K, R =8.31 x 10° Jkmol ' K.

La cantidad de argdn es
m 32
nyg = — = — = 0.800 kmol.
7 40
Los subindices 1 y 2 indican el estado inicial y el estado de equilibrio alcanzado con la valvula todavia
cerrada.
a) Deduccion a partir de las colisiones moleculares

Sea S el area del piston del argén, que se mueve hacia fuera con una rapidez u, pequefia en
comparacion con las velocidades térmicas moleculares. Consideremos un atomo de argdn de masa mg
que se aproxima al piston con una componente de velocidad v, perpendicular a este.

En el sistema de referencia instantaneo en reposo respecto al pistén, una colision eldstica invierte la
componente normal de la velocidad. Por tanto, en el sistema de referencia del laboratorio,

/
v, = 2u — Vg.
Las demas componentes de la velocidad permanecen inalteradas. Por lo tanto, la variacion de energia

del atomo es

Ae = % [(2u — vz)* — V2] = —2mou(vs — u).

El impulso transmitido al pistén es
I =2mo(vy — u),
de modo que
Ae = —ul.

Al sumar las contribuciones de las colisiones moleculares, el impulso transmitido por unidad de tiempo
es la fuerza p4S. En consecuencia,

dU 4 dVy
7 = —paSu = _pAW’
o bien
dUy = —padVy.
Para un gas ideal monoatdémico en equilibrio, la teoria cinética proporciona
pa= L) = SUR),  Us= 5 Nmol?),
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Por tanto,

2 3
paVy = gUA7 Uy = ENkBTA-

La hipdtesis de movimiento lento permite que las colisiones intermoleculares mantengan una
distribucién de velocidades de equilibrio isotrdpica.

Al sustituir en la ecuacion de la energia, se obtiene

%NdeTA = —% dVy.
Por lo tanto,
dT’s 2 dVa
Ta 3 Vi
Integrando,

TAVj/3 = constante|.

Al combinar esta relacion con p4 V4 = n 4 RT'y, también se obtiene

5/3 _
paV,' = = constante|.

b) Estados inicial y final del argén

La expansion del argén indicada en el enunciado implica
Va2 = 8Vas.

Utilizando el apartado a),

Ty _ (VAl )2/3 _ 823 _ 1
T Va2 4’

Asi pues,
1
Tyy = 41A1-

La masa de oxigeno permanece inalterada antes de abrir la valvula. Por tanto, la duplicaciéon de su
densidad significa que

1
VB2 = 5 VBi1.

En ambos estados extremos de equilibrio, el oxigeno esta a la temperatura T}, del termostato. Su
ecuacion de gas ideal da entonces
B Vi1 5
Pp2 = PB17, — = 4Po-
VB2

En el equilibrio mecanico final, las fuerzas sobre el conjunto de pistones conectados se compensan.
Las fuerzas atmosféricas se anulan entre si porque las areas de los pistones son iguales, de modo que

Pa2 = PB2 = 2po.

La relacion adiabatica del argdén da ahora

Vaz \*?
DAL = DPA2 (V_> = 2p, 8°/% =[64py]
A1
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Para determinar las temperaturas, consideramos ambos gases conjuntamente. Los desplazamientos
iguales de los pistones y las areas iguales de sus secciones transversales implican

dVy = —dVsp.

Por tanto, el volumen total de los gases es constante y el trabajo neto contra la atmdsfera es nulo. El
trabajo transmitido a través de la varilla es interno al sistema conjunto. Puesto que los pistones estan
en reposo en ambos estados extremos, la conservacion de la energia total da

AUy + AU = —Q/.
El oxigeno tiene la misma temperatura inicial y final, por lo que, para un gas ideal,
AUp = 0.

Por lo tanto,

3 9
Q' = EnAR(TAl —Tyo) = gnARTAl.

Con Q' = 7.479 x 109 J,

8Q’ 8(7.479 x 10°
T = @ = ( )3 =11000 K|,
IngR  9(0.800)(8.31 x 10°)
y
T = 250 K|.
Finalmente,
RT 0.800)(8.31 x 10%)(1000
D a1 64(1.01325 x 10°)
y

VA2 = 8VA1 = 8201 m3.

Con tres cifras significativas,

(pa1, Var, Tar) = (6.48 x 10° Pa, 1.03 m?, 1.00 x 10° K)

(pa2, Vaz, Ta2) = (2.03 x 10° Pa, 8.20 m?, 250 K)|.

c) Presion final después de abrir la valvula

La geometria de los pistones da
Vao = Va1 = V1 — Vpo.
Utilizando V49 = 8V 41y Vo = V31/2,

1
7VA1 — EVBl.

Por tanto,
Vi1 = 14V, Vs = TV,
y el volumen total constante es
Viot = 15V 1.

eulersolve.org/ipho/1972/
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Después de abrir la valvula, los gases se mezclan y finalmente alcanzan la temperatura 7}, del
termostato. Aunque el cilindro A estd aislado, su gas puede intercambiar energia a través de la
conexion abierta con el cilindro B.

La cantidad de oxigeno, que se conserva, satisface
npRIy = poVp1 = 14pgVy:.
Para el argon,

300
1000

Th
naRTy = PAlVA1T—A1 = 64po Va1 = 19.2poVy;.

Al aplicar la ecuacién de gas ideal a la mezcla final,

o (TLA +nB)RTO B (19.2 + 14)p0VA1
Pmix = V:got - 15VA1

Por lo tanto,

1
Pmix = 7i56p0 = 2.2133p, ~ 2.24 x 10° Pa|.

La solucién se comprobo con la solucion oficial.

Problema 3: Ascenso de un liquido dieléctrico entre las placas de un
condensador cargado

[
Un condensador plano con placas rectangulares esta fijado en posicién vertical, con la parte
inferior en contacto con un liquido dieléctrico (fig. 3.1)

Determine la altura, h, del liquido entre las placas y explique el fenémeno.

Se desprecian los efectos de capilaridad.

placas.

Fig. 3.1

la permitividad eléctrica relativa €, del liquido y la altura H de las placas del condensador.
Discusioén.

eulersolve.org/ipho/1972/

Se supone que la distancia entre las placas es mucho menor que las dimensiones lineales de las

Se conocen: la intensidad inicial del campo eléctrico del condensador cargado, E, la densidad p,
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l Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

[

Respuestas

¢ Problema 3 — Altura: Suponiendo que el condensador cargado esta aislado, sea
a =€, — 1 > 0. Sea h, la Unica solucién no negativa de

he\>  eoaE?

La altura de equilibrio es h = h, cuando h, < H. El liquido llena el espacio entre las placas
hasta el extremo superior, h = H en la aproximacion ideal, cuando

2pgH

E>E, —¢,, —2291
eo(er — 1)

e Problema 3 — Explicacidn y discusion: La polarizacién produce una fuerza eléctrica
dirigida hacia arriba. En un equilibrio con ascenso parcial, la presién que ejerce equilibra la
presion hidrostatica:

1

pgh = 580(87- - 1) |:

E r
1+ (e, —1)h/H|

Este equilibrio es Unico y estable. No hay ascensosi E = 0o¢e, = 1.

¢ Problema 3 — Alternativa con tension constante: Si, en cambio, una fuente mantiene la
tension inicial, el resultado es

r = 1 E2
h= min{H, fole ) }

2pg

.
Solucion

Problema 3. La referencia al campo inicial, junto con la ausencia de una fuente de tension
especificada, sugiere que se trata de un condensador aislado, cuya carga libre permanece constante.
Resolvemos primero este caso.

Sean b la anchura de las placas y d su separacion, y situemos la superficie exterior del liquido en
z = 0. Consideramos que el depdsito es lo suficientemente grande como para que este nivel
permanezca fijo. El liquido es un dieléctrico lineal, homogéneo e incompresible; el aire tiene
permitividad £g. Se desprecian las correcciones de la capacidad debidas a los efectos de borde,
porque d es mucho menor que las dimensiones de las placas.

Capacidad y campo durante el ascenso. Cuando el liquido ha ascendido hasta una altura h < H, las
porciones ocupadas por liquido y por aire forman dos condensadores en paralelo. Por tanto,

b(H —h
g0b( )+505Tbh :Co< h)’

= 1 -
C(h) d d +a

H

donde
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cobH

C(] = d 5 a=¢&, — 1.
Inicialmente, Vy = Ed, de modo que la carga conservada es
Q = CyEd.
En consecuencia, el campo después del ascenso es
E
E(h) = ©__ .
C(h)d 1+ ah/H

Por tanto, el campo disminuye a medida que el liquido entra en el condensador aislado.

Altura de equilibrio. Con carga constante, la energia eléctrica es
Q2 . EodeE2
2C(h) 2(1+ah/H)’
La energia gravitatoria necesaria para elevar el liquido desde el depdsito hasta el espacio entre las
placas es

Ue(h) =

h
Ug(h) = /0 pbd gzdz = %pbdgh%

Un equilibrio estatico minimiza la energia total. Asi pues,

_d
-~ dh

0 (Ue+U,) =bd [pgh -

Por tanto,

€OCLE2
2(1+ah/H)? |

pgh =

o, de forma equivalente,

2 2
hl1+ ai = coaks .
H 2pg

Esta ecuacién cubica determina la altura de equilibrio a partir de las magnitudes proporcionadas. Tanto
b como d se cancelan, lo que explica por qué no se necesitan sus valores.

Explicacion fisica. La introduccién del dieléctrico aumenta la capacidad y reduce la energia eléctrica a
carga constante. La fuerza correspondiente, dirigida hacia arriba, es

daUe| 1 9
Fo = — 7 Q— 250abd8(h) .
Por tanto, su presién eléctrica es
F. 1
DPe = g = 55005(’1)2-

El liquido asciende hasta que esta presion equilibra la presién hidrostatica pgh asociada a la columna
elevada.
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Igualar las energias totales inicial y final describiria, en general, un posible punto de retorno durante el
movimiento, en lugar del equilibrio estatico. La condicién de equilibrio es la anulacidn de la derivada de
la energia utilizada anteriormente.

Discusion.

Para a > 0, definamos

f(h) = h<1 +a%>2.

Parah > 0,

f'(h) = <1+a%) <1+3a%> > 0.

Por tanto, existe exactamente una solucidén no negativa. Es estable: al aumentar h, aumenta la fuerza
gravitatoria dirigida hacia abajo y disminuye la fuerza eléctrica dirigida hacia arriba. Explicitamente,

d2(Ue + Ug) 500,2E2
dn? H(1 + ah/H)?

La deduccion es aplicable a una superficie situada entre los extremos de las placas. Al sustituir h = H

:bdlpg+ }>O.

en la ecuacidén de equilibrio se obtiene
50(57" - 1)E02
2pg

lo que da el umbral E. indicado anteriormente. Si £ > FE ., no existe un equilibrio con ascenso parcial

2 _
He; =

I

por debajo del extremo superior: el espacio entre las placas se llena por completo. La forma detallada
de la superficie cerca de los bordes superiores o por encima de ellos requiere considerar los campos
de borde, que la aproximacion de placas paralelas no determina.

Cuando la capacidad cambia solo ligeramente,

h
aE <1,
el campo permanece aproximadamente igual a su valor inicial, y
- eo(e, — 1)E?
2pg

En particular, el ascenso tiende a cero cuando £ — 0o e, — 1.

Para un condensador aislado, aumentar la permitividad no siempre aumenta el ascenso, porque
también reduce el campo. A E, H fijos, el limite de gran permitividad es

E2H2 1/3
h ~ (€O—> — 0.
2pg(e, — 1)
De forma mas cuantitativa, sean
o €0E2 h
- 2pgH’ Ty

La ecuacion de equilibrio da
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\/E<\/§
1+2z — 2 °

Antes de imponer el limite geométrico h < H, el maximo al variar la permitividad es, por tanto,

h _
ﬁzm

€0H
8pg’

hmax —

que se alcanzacuandoxz = 1,0a = 2/\/ B. Si este maximo supera H, el llenado completo es posible
para un intervalo de permitividades.

Por ultimo, si una fuente de tensidén permanece conectada, V = Edy £ = E permanecen constantes.
Teniendo en cuenta la fuente, la energia potencial eléctrica efectiva es —C’V2/2. El equilibrio da
entonces

1
pgh = Zeo(er — 1)E,

lo que conduce al resultado para tensidon constante indicado en las Respuestas.

La solucion se comprobd con la solucion oficial. Donde esta solucion difiere de la solucidn oficial, la solucién oficial
contiene un error o una errata.

Problema 4: Lente planoconvexa entre dos medios; lente dividida de
Billet

[
Una lente delgada planoconvexa de didmetro 2r, radio de curvatura R e indice de refraccion n,,
esta situada de modo que a su izquierda hay aire (n; = 1) y a su derecha hay un medio
transparente de indice de refraccién ny # 1. La cara convexa de la lente esta orientada hacia el
aire. En el aire, a una distancia s; de la lente, medida sobre el eje dptico principal, hay una fuente
puntual de luz monocromatica.

a) Demuestre, utilizando la aproximacion de Gauss, que entre la posicion de la imagen, dada por
la distancia s3 a la lente, y la posicidn de la fuente luminosa existe la relacion:

£+£:1
S1 S9

donde f1y f2 son las distancias focales de la lente en el aire y en el medio de indice de refraccion
N2, respectivamente.

Observacion: Todos los indices de refraccidon son indices absolutos.

b) La lente se corta perpendicularmente a su cara plana en dos partes iguales. Estas partes se
separan una distancia § < 7 (lente de Billet). Sobre el eje de simetria del sistema obtenido se
coloca una fuente puntual de luz a la distancia s1 (s1 > f1) (fig. 4.1). A la derecha de la lente hay
una pantalla E a la distancia d. La pantalla es paralela a la cara plana de la lente. En esta pantalla
hay N franjas de interferencia si a la derecha de la lente hay aire.

Determine IN en funcion de la longitud de onda.
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Fig. 4.1

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

e a) Las distancias focales y la ecuacién de formacién de imagenes son

R R
=B o mR | A
no — 1 no — 1 S1 82
e b) Sea
. . R . fS1
f—fl—no_l, V=T

Para la posicion habitual de la pantalla, en la que los bordes exteriores de la abertura no
limitan la zona de interferencia,

. 52(81 -+ d)
~ Ald(s1— f) — fs1] |

d
d > v, r(——1)25<1+i>.
(% S1

Aqui, N es el recuento habitual obtenido al dividir la anchura de la zona de superposicidon

NENO

Esto requiere

por la separacion entre franjas.

Si se incluye la limitacion debida a la abertura finita, el recuento correspondiente es

0, d<w,
N =
max{O,min lNO, i—? — NO] }, d > .

Para una superposicion de anchura positiva, el nUmero entero de maximos luminosos, incluidos
los maximos en los limites, es
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Nbright =2 7 + 1].

Solucion
a) Refraccion en las dos superficies

Utilizamos las aproximaciones de lente delgada y de Gauss: despreciamos la separacion entre las dos
superficies y conservamos Unicamente los términos de primer orden en las alturas y los dngulos de los
rayos. Tomamos el sentido de propagacion de izquierda a derecha, con s; positivo para la fuente real y
S9 positivo para una imagen real.

Consideremos un rayo que incide a una altura y. Su angulo con el eje dptico es

91 ~ i
S1

Como el centro de curvatura esta a la derecha de la superficie convexa, la normal a la superficie forma

un angulo

VY ——.

R

Sea 0, el angulo del rayo dentro de la lente. La ley de Snell en la aproximacién de angulos pequefios da
01 —v=mn0, —v),
de donde

(no — 1)y
TLOHO - 91 - T.
En la cara plana, cuya normal es paralela al eje dptico,

’I’L202 = n090.

Para un rayo que llega a la imagen situada sobre el eje,

02 ~ —i
82

Al combinar estas ecuaciones y cancelar y, se obtiene

i_i_E:—no_l
S1 89 R

La distancia focal anterior es la distancia de la fuente que hace que los rayos emergentes sean
paralelos. Haciendo s2 — 00,

R

'n/o_].‘

fi=

La distancia focal posterior es la distancia de la imagen para rayos incidentes paralelos. Haciendo
§1 — 0OQ,
naR

ne —1°

fo=

Por tanto, al dividir la ecuacion de formacion de imagenes por (n, — 1)/ R, se obtiene
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La misma relacién es valida para imagenes virtuales si s2 se trata como una distancia con signo.
b) Imagenes formadas por las dos mitades

Ahora ambos medios exteriores son aire, por lo que la distancia focal es

R

Con,—1°
Cada mitad forma una imagen a la distancia longitudinal v, donde
1 1 1 fs1
— + — = —, v=—"—>0.
s v f s1— f
Elegimos la coordenada transversal y perpendicular al corte. La separacion total mostrada en la figura
es d, por lo que los ejes de las dos mitades se encuentran en

1)
C+ = :l:E

Con respecto al eje de cada semilente, la altura de la fuente es —c_.. El aumento transversal es —v/sl,
lo que da las posiciones de las imagenes

B v —:|:5 1 v
Y+ =c+ + _; (_C:I:)— E —|—Z .

En consecuencia, la separacion entre las dos imagenes es

v ov
b=46(14+— ) = —|
( 81) f

Estas imagenes actuan como fuentes secundarias coherentes. La simetria de reflexidon hace que sus
fases sean iguales, por lo que la franja central es luminosa.

Separacion entre franjas

Para una pantalla situada mas alla del plano de las imagenes, sea
L=d—v>0.

En la coordenada y de la pantalla, la diferencia de caminos desde las dos imagenes en la aproximacion

paraxial es
by
Ay) ~ —=.
() =7
Asi, las franjas luminosas satisfacen
mAL
Ym = —F—, mc Z)
b
y Su separacion es
5= AL Af(d—v)
b v

Son lineas rectas paralelas al corte, dentro de la aproximacion paraxial.
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Anchura de la zona de superposicion de los haces

Utilizamos las envolventes geométricas de los haces y despreciamos la difraccidn en los bordes de la
abertura.

El rayo que pasa por el centro éptico de cada mitad no se desvia. Estos dos rayos llegan a la pantalla en
) d

y==+H, H=—-|1+—).

2 S1

Siempre que los bordes exteriores de la abertura no recorten la zona de superposicién, su anchura es,
por tanto,

d
W0:2H:5<1+—).
S1
Al dividir esta anchura por la separacion entre franjas se obtiene
2
NOZWOZ 5’1] <1+i)
B Af(d—v) 51

Sustituyendo v = fs1/(s1 — f),

52(81 + d)
Ald(s1— f) — fsi1] |

Para una geometria y un indice de refraccidn fijos, esta expresién es proporcional a 1/)\.

Ny =

Condiciones debidas a la abertura finita

El enunciado no especifica la posicién de la pantalla con respecto al plano de las imagenes, por lo que
también hay que comprobar las condiciones de superposicion.

Un rayo que atraviesa la mitad superior a una altura yo pasa por su imagen a la altura y. Su altura en
la pantalla es

d d
y(d) = (1 - —)yo + =y
v v
La mitad superior ocupa

5 5
O < 2
5 SY s 5T

(2

En la seccién central de la pantalla, el haz superior ocupa

Para d > v, definimos

y el haz inferior ocupa
—H<y<p-H.
Su zona de superposicion es simétrica respecto a y = 0, con una anchura

0, p<H,
W=<2(p—H), H<p<2H,
2H, p > 2H.
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Por tanto, la expresion habitual N se aplica cuando

p>2H <+— 'r(i—1>25<1—|—i>.
v S1

En el caso de superposicion parcial,

W _2 28
g g T

Esto demuestra la expresién general de N= W/ﬂ dada en las Respuestas. Para d < v, los dos haces
geométricos permanecen en lados opuestos del eje de simetria y no se superponen.

Finalmente, cuando W > 0, los maximos luminosos corresponden a los enteros que satisfacen

ml < —.

Al incluir los maximos situados exactamente en el limite, se obtiene

w
Nbright =2 \‘z_ﬂJ + 1.

La solucidon se comprobd con la solucion oficial. Donde esta solucion difiere de la solucidn oficial, la solucién oficial
contiene un error o una errata.
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