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题目 1：无摩擦平面上三棱柱上的两个物块

如图 1 所示，一个质量为  的三棱柱以一个侧面放置在无摩擦的水平面上。另外两个侧面与水平面

的夹角分别为  和 。两个质量分别为  和  的物块由一根不可伸长的细线连接，可在三棱

柱表面上无摩擦地滑动。支承细线的滑轮质量可忽略不计。

用三棱柱的加速度  表示物块相对于三棱柱的加速度 。

用已知量和重力加速度  求三棱柱的加速度 。

当质量比  为多少时，三棱柱处于平衡状态？

图 1

题目译自官方英文原文。

答案

原题有三个未编号的项目，且未给出分值；下文将其标为 (1)–(3)。

取  向右为正；当  相对于三棱柱沿其所在斜面向下加速、  相对于三棱柱沿其所在斜面向上

加速时，取  为正。

1. 

2. 

3. 

解答

采用通常的理想细线近似：细线质量为零且保持绷紧，滑轮无摩擦地转动，其转动惯量可忽略不计。因

此，细线两侧的张力  相同。三棱柱沿水平方向平动，物块始终与各自所在的斜面接触。

M

α1 α2 m1 m2

a0 a

g a0

m1/m2

a0 m1 m2

a

a =
g(m1 sin α1 − m2 sin α2) + a0(m1 cos α1 + m2 cos α2)

m1 + m2

a0 =
g(m1 cos α1 + m2 cos α2)(m1 sin α1 − m2 sin α2)

(m1 + m2)(M + m1 + m2) − (m1 cos α1 + m2 cos α2)2

m1

m2
=

sin α2

sin α1

T

eulersolve.org/ipho/1971/ 1 / 9



由于细线不可伸长，且滑轮固定在三棱柱上，若分别以沿左侧斜面向下和沿右侧斜面向上为正方向，则两

个物块相对于三棱柱的加速度的代数值相等。

(1) 用  表示相对加速度

在与水平面固连的惯性参考系中分析。每个物块的绝对加速度等于三棱柱的加速度与该物块相对于三棱柱

的加速度之和。

对于 ，取沿其所在斜面向下为正方向。三棱柱向右的加速度在此方向上的投影为 。因此，

由沿斜面方向的牛顿第二定律得

对于 ，取沿其所在斜面向上为正方向。相应的方程为

支持力沿斜面方向没有分量。将两式相加，消去 ：

两边除以 ，即得答案 (1)。

(2) 三棱柱的加速度

整个系统在水平方向上不受外力：重力和水平支承面的支持力均沿竖直方向。因此，系统的水平动量守

恒，其质心的水平加速度为零。

当  为正时，两个物块相对于三棱柱的加速度的水平分量均向左。它们的绝对加速度的水平分量为

因此

即

为简化表达式，定义

这两个方程变为

消去 ，得

由此得到答案 (2)。

对于图示的斜面，有 ，所以

因此，若 ，三棱柱向右加速；若不等号反向，则三棱柱向左加速。

(3) 三棱柱的平衡条件

平衡要求 。由于 ，水平动量守恒还要求 。沿斜面方向的方程化为

因此，

a0

m1 −a0 cos α1

m1(a − a0 cos α1) = m1g sin α1 − T .

m2

m2(a − a0 cos α2) = T − m2g sin α2.

T

(m1 + m2)a = g(m1 sin α1 − m2 sin α2) + a0(m1 cos α1 + m2 cos α2).

m1 + m2

a

a1x = a0 − a cos α1, a2x = a0 − a cos α2.

Ma0 + m1(a0 − a cos α1) + m2(a0 − a cos α2) = 0,

(M + m1 + m2)a0 = (m1 cos α1 + m2 cos α2)a.

S = m1 + m2, C = m1 cos α1 + m2 cos α2, D = m1 sin α1 − m2 sin α2.

Sa = gD + Ca0, (M + S)a0 = Ca.

a

[S(M + S) − C 2
]a0 = gCD,

0 < C < S

S(M + S) − C 2 = MS + (S 2 − C 2) > 0.

m1 sin α1 > m2 sin α2

a0 = 0 C > 0 a = 0

T = m1g sin α1 = m2g sin α2.
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在这一质量比下，初始静止的三棱柱将保持静止。

解答已与官方解答核对。本解答与官方解答不同之处，均为官方解答中的错误或印刷错误。

题目 2：由水银柱封闭的管内的氢气

一根横截面积为  的竖直玻璃管内装有未知量的氢气。管的上端封闭，另一端开口并浸

入盛有水银的槽中。玻璃管和水银槽置于密闭容器内，容器内空气的温度为 ，压强为

。在这些条件下，管内水银柱高出槽内水银液面的高度为 。

容器的一面壁是活塞，通过移动活塞使空气等温膨胀，直至压强降至 。因此，

管内水银柱的高度降至 。随后，在体积不变的条件下将容器加热至某一温度 ，直到

水银柱升至 。最后，使容器内的空气在恒定压强下膨胀，管内水银液面最终稳定在高

出槽内水银液面  的位置。

假设系统在所有过程中均处于力学平衡和热平衡状态，计算氢气的质量 、中间状态的温度  以及

最终状态的压强 。

水银在温度  下的密度为 ，水银的膨胀系数为 ，

气体常量为 。不考虑玻璃管的热膨胀以及槽内水银液面的变化。

提示。 若  为系统的温度变化量，则 。此时可使用近似式：

题目译自官方英文原文。

答案

第 2 题没有编号的小问。按题目要求的顺序：

氢气质量： 。

中间状态的温度： 。

最终氢气压强： 。最终容器内空气的压强为 ；

题目未说明“最终状态的压强 ”指的是氢气的压强还是容器内空气的压强，因此两者均给出。

解答

将氢气和空气视为理想气体，并忽略气体内部由重力引起的静压变化。采用以下标准值：

设  为玻璃管封闭端高出槽内水银液面的高度。由于忽略玻璃的膨胀和槽内液面的变化，  为常量。在

状态  下，氢气的体积为

.
m1

m2
=

sin α2

sin α1

S = 1.0 cm2

T0 = 273 K

P0 = 1.334 × 105 Pa h0 = 0.70 m

P1 = 8.00 × 104 Pa

h1 = 0.40 m T2

h2 = 0.50 m

h3 = 0.45 m

m T2

P

T0 ρ0 = 1.36 × 104 kg/m3
β = 1.84 × 10−4 K−1

R = 8.314 J/(mol × K)

ΔT βΔT = x ≪ 1

1

1 + x
≈ 1 − x.

m ≈ 2.1 × 10−6 kg = 2.1 mg

T2 ≈ 358 K

PH2 ≈ 4.7 × 104 Pa Pair ≈ 1.05 × 105 Pa

P

g = 9.81 m s−2, MH2 = 2.0 × 10−3 kg mol−1.

H H

i

Vi = S(H − hi).

eulersolve.org/ipho/1971/ 3 / 9



用  表示容器内空气的压强，用  表示氢气的压强。相互连通的水银处于流体静力学平衡，因此

热平衡意味着在每个状态下，两种气体和水银的温度均相同。

氢气质量 。

第一次膨胀是在温度  下进行的等温过程，因此水银的密度保持为 。于是

一定量的氢气遵循玻意耳定律：

因此，

代入 ，氢气的物质的量为

因此，

为便于后续计算，定义常量

于是，氢气的理想气体状态方程变为

中间状态的温度 。

由水银的体积膨胀可得其密度随温度变化的关系：

其中最后一个表达式使用了题目给出的一阶近似。

在等容加热过程中，容器内的空气满足

将其与水银柱高度为  时的流体静力学平衡条件及氢气状态方程联立，得到

合并含有  的项，得到

Pi pi

pi = Pi − ρighi.

m

T0 ρ0

p0 = P0 − ρ0gh0 = 4.00088 × 104 Pa,

p1 = P1 − ρ0gh1 = 2.66336 × 104 Pa.

p0S(H − h0) = p1S(H − h1).

H =
p0h0 − p1h1

p0 − p1
≈ 1.29738 m.

S = 1.0 × 10−4 m2

n =
p0S(H − h0)

RT0
≈ 1.0530 × 10−3 mol.

m = nMH2 ≈ 2.1 × 10−6 kg = 2.1 mg.

C =
nR

S
≈ 87.5475 Pa m K−1.

pi =
CTi

H − hi

.

T2

ρ(T ) =
ρ0

1 + β(T − T0)
≈ ρ0 [1 − β(T − T0)],

P2 = P1
T2

T0
.

h2

CT2

H − h2
= P1

T2

T0
− ρ0gh2 [1 − β(T2 − T0)].

T2

[

P1

T0
−

C

H − h2
+ βρ0gh2]T2 = ρ0gh2(1 + βT0).
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因此

所以

此阶段容器内空气的压强为

最终状态的压强。

最后的膨胀过程在容器内空气压强保持不变的条件下进行。因此，

为确定氢气的压强，还必须求出其最终温度 。当  时，

整理得，

于是

因此，最终氢气压强为

即

最后，膨胀参数为

两者都很小，与提示中要求采用的近似相符。

解答已与官方解答核对。本解答与官方解答不同之处，均为官方解答中的错误或印刷错误。

题目 3：由电池、电容器和电阻组成的立方体电路

四个电动势分别为 、 、  和  的电池、四个电容相同的电

容器（ ）以及四个阻值相同的电阻，连接成图 3 所示的电路。电池的

内阻可忽略不计。

计算系统达到稳态时电容器中储存的总能量 。

T2 =
ρ0gh2(1 + βT0)

P1/T0 − C/(H − h2) + βρ0gh2
≈ 358.32 K,

T2 ≈ 358 K.

P2 = P1
T2

T0
≈ 1.05002 × 105 Pa.

P3 = P2 ≈ 1.05 × 105 Pa.

T3 h3 = 0.45 m

p3 =
CT3

H − h3
= P2 − ρ0gh3 [1 − β(T3 − T0)].

[

C

H − h3
− βρ0gh3]T3 = P2 − ρ0gh3(1 + βT0).

T3 =
P2 − ρ0gh3(1 + βT0)

C/(H − h3) − βρ0gh3
≈ 454.64 K.

p3 =
CT3

H − h3
≈ 4.6971 × 104 Pa,

PH2
≈ 4.7 × 104 Pa.

β(T2 − T0) ≈ 0.0157, β(T3 − T0) ≈ 0.0334.

E1 = 4 V E2 = 8 V E3 = 12 V E4 = 16 V

C1 = C2 = C3 = C4 = 1 μF

W
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将 H 点与 B 点短接。求新的稳态下电容器  上的电荷量。

图 3

题目译自官方英文原文。

答案

以下将上述两个未编号的条目分别记为 (1) 和 (2)。

1. 储存的总能量： 。

2. 将 H 与 B 短接后，电容器  上的电荷量： 。

解答

设每个电阻的阻值为 。电阻位于棱 、 、  和  上；投影图中的交叉处并不构成额外的连

接点。

电池符号中的长线表示正极，因此

在稳态下，电容器两端的电压保持不变，且没有电流通过电容器。

(1) 储存的总能量

将含电容器的支路视为断路后，唯一的导电回路为

含有  和  的支路中没有稳态电流。

沿该导电回路应用基尔霍夫电压定律，得到

因此，每个电阻两端的电压降为

取 ，根据电池引起的电势升高及随后依次发生的电势降低，可得

C2

W = 26 μJ

C2 Q2 = 0 C

R AB BF DH HG

VD − VA = E1, VC − VB = E2,

VH − VE = E3, VG − VF = E4.

F ⟶ G⟶ H ⟶ D⟶ A⟶ B⟶ F .

E2 E3

E4 − E1 − 4IR = 0.

IR =
E4 − E1

4
=

16 − 4

4
V = 3 V.

VF = 0
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其余电池确定了

因此，各电容器两端的电压如下：

电容器 电压大小 带正电的极板

C

G

A

E

利用静电能公式 ，有

因此，

(2) 将 H 与 B 短接后  上的电荷量

短接使得 。选择它们的共同电势为零：

于是，电池  确定了

在新的稳态下，电容器中同样没有电流通过。电池  在经过两个等值电阻  和  的回路中驱动电

流，因此

因此，G 相对于 H 的电势为

由此可得 ，所以  两端的电压为零：

因此，其最终电荷量为

解答已与官方解答核对。

VG = 16 V, VH = 13 V, VD = 10 V,

VA = 6 V, VB = 3 V.

VC = VB + E2 = 11 V, VE = VH − E3 = 1 V.

C1 |VD − VC| = 1 V

C2 |VC − VG| = 5 V

C3 |VA − VE| = 5 V

C4 |VE − VF | = 1 V

Wi = 1
2

CiU
2
i

W =
1

2
(1 × 10−6 F) (12 + 52 + 52 + 12

)V2.

.W = 2.6 × 10−5 J = 26 μJ

C2

VH = VB

VH = VB = 0.

E2

VC = E2 = 8 V.

E4 GH BF

I4 =
E4

2R
.

VG − VH = I4R =
E4

2
= 8 V.

VG = VC C2

U2 = VC − VG = E2 −
E4

2
= 0.

.Q2 = C2|U2| = 0 C
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题目 4：平面镜前球形鱼缸中的鱼

一个装满水的球形鱼缸放置在一面竖直平面镜前。鱼缸的半径为 ，其球心到镜面的距离为 。一

条小鱼起初位于最靠近镜面的点，随后开始以速率  沿缸壁运动。观察者从很远处沿一条通过鱼缸球

心的水平直线观察这条鱼。

观察者看到的鱼的两个像将以多大的相对速度  彼此分离？用  表示你的答案。假设：

鱼缸壁由很薄的玻璃制成。

水的折射率为 。

题目译自官方英文原文。

答案

4. 初始相对速度为

直接看到的像以速率  运动，而通过反射看到的像则沿相反方向以速率  运动。

解答

4. 取观察轴为  轴，正方向由观察者指向镜面。令鱼缸球心位于 ，镜面位于 ，鱼的初始位

置为 。

沿鱼的初始运动方向选取横向的  轴正方向。由于鱼沿球形缸壁的切线方向运动，其位移保留到时间的一

阶项为

而其轴向位移为时间的二阶量。因此，在计算像的初始速度时，可以将鱼的轴向坐标保持为 。

薄玻璃的影响可以忽略：其两个几乎重合的表面上的折射可合并为水与空气之间的直接折射。我们使用近

轴形式的斯涅尔定律，这对于分析轴线附近的初始运动已足够。

根据光路可逆性，从远处的观察者向鱼反向追迹光线。在所需的精度下，这些光线起初平行于轴线传播。

它们在朝向观察者的表面  处的高度  给出了像的视横向位置。

在此表面上，指向水内的法线与轴线成小角度 。若折射光线与轴线的夹角为 ，则由斯涅尔定律得

因此，

光线穿过鱼缸后，在朝向镜面的表面  处的高度为

R 3R

v

vrel v

n = 4/3

.vrel =
8

3
v

2v 2v/3

x x = 0 x = 3R

x = R

y

y = vt,

R

x = −R h

−h/R α

0 +
h

R
= n(α +

h

R
).

α = −
n − 1

n

h

R
= −

h

4R
.

x = R

k = h + 2Rα =
h

2
.
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直接看到的像。 对于直接光路，反向追迹的光线在此表面处到达鱼，因此 。于是

通过反射看到的像。 对于这条光路，反向追迹的光线继续穿过朝向镜面的表面，向镜面传播。该表面的外

法线与轴线成角度 。若光线在空气中与轴线的夹角为 ，则由斯涅尔定律得

利用 、  和 ，得

我们可以用鱼的镜像代替鱼，从而将平面镜的反射光路展开。其轴向坐标为

而其横向坐标仍为 。由于鱼位于缸壁处，光线最终到达鱼的位置时发生的折射不会引入额外的传播距

离。

展开后的光线从鱼缸朝向镜面的表面传播到这一镜像位置，沿轴向经过的距离为 。因此

于是，通过反射看到的像的视横向位置和速度为

两个像沿相反的横向方向运动。因此，它们的初始相对速度为

解答已与官方解答核对。

k = y

hd = 2y, .ḣd = 2v

k/R γ

n(α −
k

R
) = γ −

k

R
.

n = 4/3 α = −h/(4R) k = h/2

γ = nα − (n − 1)
k

R
= −

h

2R
.

xmirror image = 2(3R) − R = 5R,

y

4R

y = k + 4Rγ =
h

2
+ 4R(−

h

2R
) = −

3h

2
.

hr = −
2

3
y, .ḣr = −

2

3
v

.vrel = ḣd − ḣr = 2v +
2

3
v =

8

3
v
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