OLIMPIADA INTERNACIONAL DE FiSICA

IPhO 1971

Problemas tedricos y soluciones - Sofia, Bulgaria - 4 problemas tedricos con soluciones
completas
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Problema 1: Dos bloques sobre un prisma triangular en un plano sin
rozamiento

[
Un prisma triangular de masa M esta apoyado sobre una de sus caras en un plano horizontal sin
rozamiento, como se muestra en la Fig. 1. Las otras dos caras estdn inclinadas respecto al plano
formando angulos a1 y oy, respectivamente. Dos bloques de masas mq y my, unidos por un hilo
inextensible, pueden deslizarse sin rozamiento sobre la superficie del prisma. La masa de la polea
por la que pasa el hilo es despreciable.

e Exprese la aceleracion a de los bloques respecto al prisma en funcidn de la aceleracion ag
del prisma.

e Determine la aceleracion ag del prisma en funcion de las magnitudes dadas y de la
aceleracioén g de la gravedad.

e ;Para qué cociente m /my estard el prisma en equilibrio?

m

(09] (05]

Fig. 1

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

El texto original contiene tres puntos sin numerar y no indica ninguna puntuacién; a continuacién
se etiquetan como (1)—(3).

Se toma ay como positiva hacia la derecha, y a como positiva cuando my acelera hacia abajo por
su cara y ma acelera hacia arriba por la suya, respecto al prisma.

g(m1sina; — masin as) + ag(mi cos a1 + ma cos as)

1. a =
my + Moy
) g(my cos ay + mg cos ay)(my sina; — my sin as)
) ag =
0 (mq + ms)(M + mq + my) — (my cos ay + my cos as)?

eulersolve.org/ipho/1971/

1/10



m1 sin (6]

mo sin o

Solucion

Utilizamos la aproximacién habitual de hilo ideal: el hilo carece de masa y esta tenso, y la polea gira sin
rozamiento y tiene una inercia despreciable. En consecuencia, la tension T' es la misma a ambos lados.
El prisma se traslada horizontalmente y los blogues permanecen en contacto con sus respectivas
caras.

Como el hilo es inextensible y la polea est3 fija al prisma, los bloques tienen aceleraciones relativas
iguales, incluido el signo, cuando se miden hacia abajo por la cara izquierda y hacia arriba por la cara
derecha.

(1) Aceleracion relativa en funcidon de a

Trabajamos en el sistema de referencia inercial del plano horizontal. La aceleracion absoluta de cada
bloque es igual a la aceleracidn del prisma mas su aceleracidn relativa al prisma.

Para my, tomamos como sentido positivo el descendente a lo largo de su cara inclinada. La proyeccion
de la aceleracion del prisma hacia la derecha sobre este sentido es —ag cos a1. Por tanto, la segunda
ley de Newton a lo largo de la cara inclinada da

mq(a —agcosay) = myigsina; — T.

Para ms, tomamos como sentido positivo el ascendente a lo largo de su cara inclinada. La ecuacion
correspondiente es

mo(a — agcosas) =T — magsin as.

Las fuerzas normales no tienen componentes a lo largo de las caras inclinadas. Al sumar las
ecuaciones se elimina T

(m1 4+ ma)a = g(m sina; — masin az) + ag(m1 cos ag + ma cos as).
Al dividir por m1 + ma se obtiene la respuesta (1).
(2) Aceleracion del prisma

No actua ninguna fuerza externa horizontal sobre el sistema completo: la gravedad y la fuerza normal
del plano de apoyo son verticales. Por ello, se conserva su cantidad de movimiento horizontal, de modo
que su centro de masas tiene una aceleracidn horizontal nula.

Para a positiva, ambos bloques aceleran hacia la izquierda respecto al prisma. Sus aceleraciones
horizontales absolutas son

A1y — ap — aCos (xq, a2 = ap — a4 COoS x2.
Por tanto,
May + mi(ao — acosay) + ma(ag — acosaz) =0,
0 bien
(M + mq1 +my)ag = (mq cos a; + my cos as)a.
Para abreviar, definimos

S =mq + ma, C = mj cosaj + my cos as, D = m;sina; — mysin as.
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Las dos ecuaciones se convierten en
Sa = gD + Cay, (M + S)ap = Ca.
Al eliminar a,
[S(M + S) — C?]ag = gCD,
lo que da la respuesta (2).
Para las caras inclinadas que se muestran, 0 < C' < S, de modo que
S(M+S)—C*=MS+ (8% - C?) > 0.

Por tanto, el prisma acelera hacia la derecha si my sin a; > my sin a, y hacia la izquierda si se
invierte la desigualdad.

(3) Condicion de equilibrio del prisma

El equilibrio exige ag = 0. Como C > 0, la conservacién de la cantidad de movimiento horizontal exige

entonces también que a = 0. Las ecuaciones a lo largo de las caras inclinadas se reducen a
T = migsina; = maygsin as.

En consecuencia,

mq sin ay

mao sin o1

Con este cociente, un prisma inicialmente en reposo permanece en reposo.

La solucion se comprobd con la solucion oficial. Donde esta solucion difiere de la solucidn oficial, la solucién oficial

contiene un error o una errata.

Problema 2: Hidrégeno en un tubo cerrado por una columna de
mercurio

[
Un tubo vertical de vidrio de seccién transversal S = 1.0 cm?2 contiene una cantidad

En estas condiciones, la altura de la columna de mercurio en el tubo por encima del nivel de
mercurio en la cubeta es hg = 0.70 m.

Una de las paredes de la camara es un piston que expande el aire isotérmicamente hasta una

una cierta temperatura T, hasta que la columna de mercurio asciende a hy = 0.50 m.

se estabiliza a hs = 0.45 m por encima del nivel de mercurio en la cubeta.

Suponiendo que el sistema se encuentra en equilibrio mecdanico y térmico durante todos los
procesos, calcule la masa m del hidrégeno, la temperatura intermedia 1> y la presiéon P en el
estado final.
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y sumergido en una cubeta llena de mercurio. El tubo y la cubeta se encuentran en una camara
hermética que contiene aire a una temperatura Top = 273 K y una presion Py = 1.334 x 10° Pa.

presion de P; = 8.00 x 10% Pa. Como resultado, la altura de la columna de mercurio en el tubo
disminuye hasta h; = 0.40 m. A continuacidn, la cdmara se calienta a volumen constante hasta

Finalmente, el aire de la cdmara se expande a presion constante y el nivel de mercurio en el tubo

desconocida de hidrégeno. El extremo superior del tubo esta cerrado. El otro extremo estd abierto
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La densidad del mercurio a la temperatura Tp es pg = 1.36 X 10* kg/m?’, el coeficiente de
dilatacién del mercurio es 8 = 1.84 X 1074 K1 y la constante de los gases es

R = 8.314 J/(mol x K). No se consideran la dilatacion térmica del tubo de vidrio ni las
variaciones del nivel de mercurio en la cubeta.

Indicacidn. Si AT es el intervalo de variacion de la temperatura del sistema, entonces
BAT = x < 1. En ese caso, puede utilizar la aproximacion:

1
1+zx

~1—zx.

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

El problema 2 no tiene apartados numerados. En el orden solicitado:

« Masa del hidrégeno: |m ~ 2.1 x 10 % kg = 2.1 mg|.

e Temperatura intermedia: |15 ~ 358 K|.

 Presion final del hidrégeno: | Py, ~ 4.7 X 10 Pa|. La presién final del aire de la cdmara

es|Pair ~ 1.05 x 10° Pa : el enunciado no aclara si «la presién P en el estado final» se

refiere a la presion del hidrégeno o a la del aire de la cdmara, por lo que se dan ambas.

\

Solucion

Se consideran el hidrégeno y el aire como gases ideales, con variaciones de presion hidrostatica
despreciables dentro de los gases. Se utilizan los valores habituales

g=9.81ms 2, My, = 2.0 x 103 kgmol .

Sea H la altura del extremo cerrado del tubo sobre la superficie del mercurio en la cubeta. Puesto que
se desprecian la dilatacidn del vidrio y los cambios de nivel en la cubeta, H es constante. En el estado
1, el volumen del hidrégeno es

Vi = S(H — hy).

Se denota por P; la presidn del aire de la cdmara y por p; la presion del hidrégeno. El equilibrio
hidrostatico del mercurio que comunica el tubo con la cubeta da

pi = P; — pigh;.
El equilibrio térmico implica que ambos gases y el mercurio tienen la misma temperatura en cada
estado.

Masa del hidrégeno m.

La primera expansion es isotérmica a Ty, por lo que la densidad del mercurio sigue siendo pg. Por
tanto,

po = Py — pogho = 4.00088 x 10* Pa,
p1 = P1 — poghi = 2.66336 x 10* Pa.

La cantidad fija de hidrégeno obedece la ley de Boyle:
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poS(H — ho) = pls(H — hl).
En consecuencia,

ho — p1h
g = 200 TP g 99738 m.
bPo— D1
Utilizando S = 1.0 x 10~* m2, la cantidad de hidrégeno es
_ poS(H — hy)
n— ——-

~ 1. 1073 1.
RT, 0530 x 10"° mo

Por tanto,

m = nMy, ~ 2.1 x 10 % kg = 2.1 mg.

Para los calculos restantes, se define la constante

R
c =" 875475 PamK L.

S
La ecuacidn de los gases ideales para el hidrégeno se convierte entonces en
. CT
pi = ﬂ

Temperatura intermedia 75.

La dilatacién volumétrica del mercurio determina su densidad en funcidn de la temperatura:

AT) = Ty = L AT - Tl

donde la uUltima expresion utiliza la aproximacién de primer orden proporcionada.

Durante el calentamiento a volumen constante, el aire de la cdmara satisface

T:
P2 - P1—2
Th
Combinando esta relacion con el equilibrio hidrostatico y la ley de los gases para el hidrogeno a ho,
CT, T,
—— =P — — ha |1 — B(T> — Tp)].
T hy ~ g, Pogha [L = A(T> = To)]
Agrupando los términos que contienen 15, se obtiene
P, C
To H— hy Bpoghs | Ty = poghs(1 + BTo)

Por consiguiente,

pogh2(1 + BTy)

T, —
*" P/T, — C/(H — hy) + Bpoghs

~ 358.32K,

de modo que

T, ~ 358 K.

La presion del aire de la cdmara en esta etapa es

T, 5
Py, = PlT ~ 1.05002 x 10° Pa.
0
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Presion en el estado final.

La expansion final tiene lugar a presion constante del aire de la cdmara. Por tanto,

P; = P, ~ 1.05 x 10° Pa.

Para determinar la presion del hidrégeno, también debe hallarse su temperatura final T3. A
h3 = 0.45 m,

CT,
_ B _p 1— B(Ts — To)].
Ps=F e = poghs [1 — B(Ts — To)]
Reordenando,
———— — Bpoghs | T3 = Py — poghs(1 + BIy).
H — hg
Asi,
Py — hs(1 T
7y = L2 poghs U+ BT0) e 6k

~ C/(H — hs) — Bpoghs
La presién final del hidrégeno es, en consecuencia,

CTs

= —"° ~4.6971 x 10*P
P3 - h, 6971 x 10" Pa,

o bien

Py, ~ 4.7 x 10* Pa.

Finalmente, los parametros de dilatacién son
B(T> — Tp) ~ 0.0157, B(T3 — Tp) ~ 0.0334.

Ambos son pequefios, en consonancia con la aproximacion solicitada en la indicacion.

La solucién se comprobé con la solucion oficial. Donde esta solucién difiere de la solucién oficial, la solucién oficial
contiene un error o una errata.

Problema 3: Circuito en forma de cubo de baterias, condensadores y
resistencias

[
Cuatro baterias de fuerza electromotriz E1 =4V, Es =8V, E3 =12V y E4 = 16 V, cuatro
condensadores con la misma capacidad C; = Cy = C3 = C4 = 1 uF y cuatro resistencias
iguales estan conectados en el circuito que se muestra en la Fig. 3. La resistencia interna de las
baterias es despreciable.

e Calcule la energia total W acumulada en los condensadores cuando se establece un
régimen estacionario en el sistema.

e Los puntos Hy B se conectan en cortocircuito. Determine la carga del condensador C en
el nuevo régimen estacionario.
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Fig. 3

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

Los dos puntos sin numerar se designan a continuacion como (1) y (2).

1. Energia total almacenada: | W = 26 uJ|.

2. Carga del condensador C's tras conectar H y B en cortocircuito: .

\

Solucion

Sea R el valor de cada resistencia. Las resistencias ocupan las aristas AB, BF, DH y HG; los cruces
en la proyeccién no crean nodos adicionales.

Las placas largas de las baterias indican los terminales positivos, por lo que
Vp — V4 = Ey, Vo — Vg = Es,
Vg — Vg = Es, Vo — Vr = Ey4.

En régimen estacionario, las tensiones de los condensadores son constantes y no circula corriente a
través de ellos.

(1) Energia total almacenada

Con las ramas de los condensadores abiertas, la Unica malla conductora es
F—G—H D—A—B—F.

Por las ramas que contienen E5 y E5 no circula corriente en régimen estacionario.

La ley de tensiones de Kirchhoff aplicada a la malla conductora da
E4—E1—4IR:O
Por tanto, la caida de tensién en cada resistencia es
E,— F 16 — 4
IR = 44 - - V=3V

Tomando Vi = 0, la subida de tensidn en la bateria y las sucesivas caidas de tensién dan
Ve=16V, Vg=13V, Vp=10V,
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Va=6V, VB=3V.
Las baterias restantes fijan
Voe=Vg+Ey,=11V, Ve=Vyg—FE3=1V.
En consecuencia, las tensiones de los condensadores son:

Condensador Valor absoluto de la tension Placa positiva

C, [Vp—Ve| =1V C
Cy Ve —Ve|=5V

Cs [Va—Vg|=5V A
Cy VE—Vp|=1V E

Utilizando la energia electrostatica W; = %CZ-UZ?,
1
W= (1x10°F) (17 + 5+ 5° + 1%) V",

Por tanto,

W =26x10°J=26uJ|

(2) Carga de (5 tras conectar H y B en cortocircuito

El cortocircuito hace que Vg = V. Elegimos su potencial comin como cero:
Vg =V =0.
La bateria F fija entonces
Ve =E,=8V.
En el nuevo régimen estacionario, de nuevo no circula corriente por los condensadores. La bateria E4

hace circular una corriente por una malla que pasa por las dos resistencias iguales GH y BF', por lo

que
_ By
‘T 9R’

El potencial de G respecto a H es, por tanto,
E
VG—VH:I4R:74:8V.

Asi pues, Vg = Vi, vy la tension entre los terminales de C's se anula:

E
U2:VC—VG=E2—74:0.

En consecuencia, su carga final es

Q2 = C:|U2| =0C|

La solucidon se comprobd con la solucion oficial.
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Problema 4: Pez en un acuario esférico frente a un espejo plano

[
Un acuario esférico, lleno de agua, esta situado frente a un espejo plano vertical. El radio del
acuario es R, y la distancia entre su centro y el espejo es 3R. Un pequefio pez, que inicialmente
se encuentra en el punto mas cercano al espejo, comienza a moverse con velocidad v a lo largo
de la pared. Un observador mira al pez desde una distancia muy grande a lo largo de una linea
horizontal que pasa por el centro del acuario.

¢Cual es la velocidad relativa vye] con la que se separaran las dos imagenes del pez que ve el
observador? Exprese su respuesta en funcién de v. Suponga que:

e |a pared del acuario estd hecha de vidrio muy delgado.
e Elindice de refraccion del aguaesn = 4/3.

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

e 4. La velocidad relativa inicial es

8
VUrel = U

3

La imagen directa se mueve a 2v, mientras que la imagen vista por reflexion se mueve en
sentido contrario a 2v/3.

\

Solucion

4. Tomemos el eje de observacion como eje x, dirigido desde el observador hacia el espejo. Situemos
el centro del acuario en z = 0, el espejo en z = 3Ry el pez inicialmente en x = R.

Elijamos la direccidn transversal y en el sentido del movimiento inicial del pez. Como el pez se mueve
tangencialmente a la pared esférica, su desplazamiento a primer orden en el tiempo es

y = vt,
mientras que su desplazamiento axial es de segundo orden. Por tanto, podemos mantener su
coordenada axial igual a R al calcular las velocidades iniciales de las imagenes.

El vidrio delgado puede despreciarse: las refracciones en sus dos superficies casi coincidentes
equivalen a una refraccién directa entre el agua y el aire. Utilizamos la ley de Snell en la aproximacion
paraxial, que es suficiente para el movimiento inicial en torno al eje.

Por la reversibilidad de la luz, tracemos los rayos en sentido inverso desde el observador distante hacia
el pez. Con la precision requerida, estos rayos viajan inicialmente paralelos al eje. Su altura h en la
superficie orientada hacia el observador, x = — R, da la posicion transversal aparente de la imagen.

En esta superficie, la normal dirigida hacia el interior del agua forma el pequefio angulo —h/R con el
eje. Si el rayo refractado forma un angulo ¢, la ley de Snell da
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0+ h + h
—=n|la+ — ).
R R
Por consiguiente,
n—1h h
a=— —_— = ——.
n R 4R
Tras atravesar el acuario, su altura en la superficie orientada hacia el espejo, ¢ = R, es

k:h+2Ra:g.

Imagen directa. Para el trayecto directo, el rayo trazado en sentido inverso alcanza al pez en esta
superficie, de modo que k = y. Por tanto,

hg = 2y, hq = 2v|.

Imagen vista por reflexion. Para este trayecto, el rayo trazado en sentido inverso continta a través de
la superficie orientada hacia el espejo y se dirige hacia este. La normal exterior a la superficie forma un
angulo k/R con el eje. Si el angulo del rayo en el aire es 7, la ley de Snell da

k k
nla—— ) =vy— —.
R R
Utilizandon = 4/3,a = —h/(4R)y k = h/2,
k h
=na—(n—-1)—==——.
Podemos desplegar el trayecto de la reflexidn en el espejo plano sustituyendo el pez por su imagen
especular. Su coordenada axial es
L mirror image — 2(3R) — R=5R,

y su coordenada transversal sigue siendo y. Como el pez se encuentra en la pared, la refraccion en el
punto donde el rayo finalmente lo alcanza no introduce ninguna distancia de propagacion adicional.

El rayo del trayecto desplegado recorre una distancia axial 4 R desde la superficie del acuario orientada
hacia el espejo hasta esta posicidon especular. Por tanto,

kR D)2 3
y=rrdy=o Al —op | =75

Asi, la imagen reflejada tiene la siguiente posicion transversal aparente y velocidad:
2 . 2

h, = ——y, h, = ——v|.
3Y 3"

Las dos imagenes se mueven en sentidos transversales opuestos. Su velocidad relativa inicial es, por
tanto,

. . 2 8
’Ure1:|hd—hr :2v—i—§v:§v.

La solucién se comprobd con la solucion oficial.
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