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题目 1：在桌面上滑动的长杆上的电动小车

一根质量为  kg 的长杆放在光滑的水平桌面上，可以无摩擦地运动。一辆装有电动机的小车

可沿长杆的水平上表面滑动，小车的质量为  kg。小车与长杆之间的摩擦系数为

。

电动机以恒定速率  m/s 将一根细线卷绕在轴上。在一种情况下，细线的另一端系在较远处

的固定支架上（图 1，a）；在另一种情况下，细线的另一端系在长杆边缘的固定桩上（图 1，b）。

先保持长杆固定，让小车开始以速度  运动，然后释放长杆。

图 1

释放长杆的瞬间，小车的前缘距长杆的前缘为  m。对这两种情况，分别求长杆和小车的运动

规律，以及小车到达长杆前缘所需的时间。

题目译自官方英文原文。

答案

以释放瞬间为 ，取向前的方向为正方向。用  和  分别表示长杆和小车相对于各自初始位

置的位移。取 ，定义

M = 1

m = 0.1

μ = 0.02

v0 = 0.1

V0

l = 0.5

t = 0 xb xc

g = 9.8 m s−2

a =
μmg

M
= 0.0196 m s−2, t∗ =

v0

a
≈ 5.1 s.
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(a) 细线系在固定支架上：

在  之后，两物体均以  的速度运动。小车永远不会到达长杆前缘：剩余间距为

(b) 细线系在长杆上：

长杆保持静止，小车到达长杆前缘所需的时间为

解答

将细线视为质量可忽略且不可伸长，并将  理解为细线恒定的卷绕线速度。细线沿水平方向，因此小车

所受的支持力为 。滑动过程中，摩擦力的大小为

桌面对长杆没有水平方向的作用力。

释放前，在两种装置中，长杆和细线的连接点均静止。因此，小车的初速度为

撤去约束不会产生冲量，因此刚释放后有

(a) 细线系在固定支架上

由于细线的远端固定，以速率  卷绕细线会使小车以相同的速率接近该端：

最初，小车相对于长杆向前滑动。小车所受的摩擦力向后，长杆所受的摩擦力向前。设细线的张力为 ，

由牛顿第二定律可得

因此 ，长杆具有恒定的加速度

只要小车仍相对于长杆向前滑动，就有

相对速度为

xc(t) = v0t, xb(t) =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

1

2
at2, 0 ≤ t ≤ t∗,

v0t −
v2

0

2a
, t ≥ t∗.

t∗ 0.1 m s−1

dmin = l −
Mv2

0

2μmg
≈ 0.25 m.

xb(t) = 0, xc(t) = v0t.

tedge =
l

v0
= 5.0 s.

v0

mg

f = μmg.

V0 = v0.

vb(0) = 0, vc(0) = v0.

v0

vc = v0, xc = v0t.

T

mv̇c = T − f = 0, Mv̇b = f.

T = f

a =
f

M
=

μmg

M
.

vb = at, xb =
1

2
at2.

vc − vb = v0 − at.
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相对速度在下列时刻变为零：

截至这一时刻，小车相对于长杆的向前位移为

代入数值得

由于 ，相对运动停止时，小车尚未到达长杆前缘。

在  时刻，两物体的速度均为 。此后，它们可以在不受水平力的情况下继续一起运动：摩擦力和张力

均为零。因此，由滑动摩擦力产生的加速度必须在这一时刻变为零。当  时，

且

两前缘之间的距离为

其最终值约为 ，因此不存在有限的到达时间。

(b) 细线系在长杆上

在这种情况下，电动机使小车与长杆上某一固定点之间的距离缩短。因此，

所有水平力都是长杆与小车组成的系统的内力：细线向前拉小车、向后拉长杆，而两者之间的摩擦力则是

一对大小相等、方向相反的力，其方向分别与各自所受的拉力相反。因此，系统的总水平动量守恒：

其中等号右侧为释放瞬间的动量。

代入 ，得

所以

因此

张力等于滑动摩擦力，即 ，因此每个物体所受的合力均为零。

两前缘之间的距离均匀减小：

t∗ =
v0

a
=

Mv0

μmg
≈ 5.1 s.

smax = xc(t∗) − xb(t∗) = v0t∗ −
1

2
at2

∗ =
v2

0

2a
=

Mv2
0

2μmg
.

smax =
1(0.1)2

2(0.02)(0.1)(9.8)
≈ 0.255 m.

smax < l = 0.5 m

t∗ v0

t ≥ t∗

vb = vc = v0,

xb(t) = xb(t∗) + v0(t − t∗) = v0t −
v2

0

2a
.

d(t) = l + xb(t) − xc(t) =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

l − v0t +
1

2
at2, 0 ≤ t ≤ t∗,

l −
v2

0

2a
, t ≥ t∗.

0.245 m

vc − vb = v0.

Mvb + mvc = mv0,

vc = vb + v0

Mvb + m(vb + v0) = mv0,

vb = 0, vc = v0.

xb(t) = 0, xc(t) = v0t.

T = μmg

d(t) = l − v0t.
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令 ，得

解答已与官方解答核对。

题目 2：根据 NaCl 晶胞求氢原子的质量

氯化钠（食盐，NaCl）晶体的一个晶胞是边长为  的立方体（图2）。图中的黑圆

表示钠原子的位置，白圆表示氯原子的位置。整个食盐晶体由这样的晶胞重复排列而成。钠的相对原

子质量为 23，氯的相对原子质量为 35.5。食盐的密度为 。求一个氢原子的

质量。

图 2

题目译自官方英文原文。

答案

题目 2. ，保留两位有效数字则为 。

解答

题目 2.

归属于一个晶胞的质量等于其体积乘以晶体密度：

计算归属于一个晶胞的原子数时，需要考虑相邻晶胞对原子的共有情况。位于顶点的原子由八个晶胞共

有，位于棱中点的原子由四个晶胞共有，位于面心的原子由两个晶胞共有。位于立方体内部的原子完全属

于该晶胞。

白圆表示位于八个顶点和六个面心的氯原子。每个晶胞中实际分摊到的氯原子数为

黑圆表示位于十二条棱的中点和体心的钠原子：

d = 0

tedge =
0.5 m

0.1 m s−1
= 5.0 s.

a = 5.6 ⋅ 10−10 m

ρ = 2.22 ⋅ 103 kg/m3

mH ≈ 1.67 × 10−27 kg 1.7 × 10−27 kg

M晶胞 = ρa3.

NCl = 8(
1

8
) + 6(

1

2
) = 4.
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因此，每个晶胞含有四个 NaCl 化学式单位。

在本题所要求的精度下，取氢的相对原子质量为 1，并忽略化学键合引起的质量变化。由给定的相对原子

质量可得

因此，

解得氢原子的质量为

由于给定的边长有两位有效数字，

解答已与官方解答核对。

题目 3：带电球壳内的接地金属球

在一个半径为  的薄壁金属球壳内，有一个半径为  的金属球，两者同心。金

属球通过一根很长的导线接地，导线穿过球壳上的一个小孔（图 3）。向外球壳施加电荷

。计算该球壳的电势、由这些导体构成的系统的电容，并画出等效电路图。

图 3

题目译自官方英文原文。

答案

题目 3 没有编号小问。按题目要求的顺序：

外球壳相对于大地的电势：

NNa = 12(
1

4
) + 1 = 4.

mNa ≃ 23mH, mCl ≃ 35.5mH.

ρa3 = 4mNa + 4mCl ≃ 4(23 + 35.5)mH = 234mH.

mH ≃
ρa3

234
=

(2.22 × 103 kg/m3)(5.6 × 10−10 m)3

234
= 1.666 … × 10−27 kg.

.mH ≃ 1.7 × 10−27 kg

R = 20 cm r = 10 cm

Q = 10−8 C

V =
Q(R − r)

4πε0R
2

≈ 225 V.

eulersolve.org/ipho/1970/ 5 / 10



系统的电容：

等效电路图：两个电容器在外球壳与大地之间并联：

解答

忽略小孔和连接导线造成的扰动，并将大地视为远处电势为零的导体。球壳的厚度可以忽略，因此其内、

外表面的半径均为 。

外球壳与其他导体绝缘，其总电荷保持为 。而内部金属球可以与大地交换电荷。

外球壳的电势。

设内部金属球上的最终电荷为 。在静电平衡时，球壳金属内部的电场为零。因此，位于该金属内部的高

斯面所包围的净电荷为零。于是，球壳内表面带有电荷 ，外表面带有电荷

记 。均匀带电球面在其内部各处产生的电势均为常量 。因此，内部金属球的电势为

由于金属球接地，

代入数值得

因此，球壳的内、外表面各带有  的电荷。

球壳处的电势为

取 ，

系统的电容。

电容等于施加在绝缘球壳上的电荷与球壳相对于大地的电势之比：

因此

C =
4πε0R

2

R − r
≈ 4.45 × 10−11 F = 44.5 pF.

Cgap =
4πε0rR

R − r
≈ 22.3 pF, Cext = 4πε0R ≈ 22.3 pF.

R

Q

q

−q

Qouter = Q + q.

k = 1/(4πε0) kQ/R

Vball = k(
q

r
+

Q

R
).

Vball = 0 ⟹ q = −Q
r

R
.

q = −5.0 × 10−9 C.

+5.0 × 10−9 C

V = k
Q + q

R
= k

Q

R
(1 −

r

R
) =

Q(R − r)

4πε0R2
.

k ≃ 8.99 × 109 N m2 C−2

V = (8.99 × 109)(10−8)
0.20 − 0.10

(0.20)2
≈ .225 V

C =
Q

V
= 4πε0

R2

R − r
.

C =
1

8.99 × 109

(0.20)2

0.20 − 0.10
≈ .4.45 × 10−11 F = 44.5 pF
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等效电路图。

球壳上储存的电荷由两部分组成。

间隙中的电场对应于球壳与接地金属球之间的球形电容器。其电势差为

因此其电容为

外部电场对应于球壳外表面与远处大地之间的电容器。由于

这一部分的电容为

两个电容器都以球壳作为一端。它们的另一端——金属球和大地——通过接地导线相连，因此它们是并联

的：

画等效电路图时，用节点  表示外球壳，并从该节点引出两条支路。在每条支路中各放置一个电容器，分

别标注为  和 。将它们的另一端连接到一个带有接地符号的公共节点。

每个电容器两端的电势差均为 ，球壳端为正。

解答已与官方解答核对。

题目 4：望远镜的球面反射镜及其焦点处的圆盘形接收器

望远镜中装有一面球面反射镜。其口径为 ，曲率半径为 。反射镜的主焦点处放

置了一个圆盘形的辐射接收器。圆盘垂直于反射镜的光轴放置（图4）。接收器的半径  应为多大，

才能接收到反射镜反射的全部辐射通量？如果探测器的尺寸缩小为原来的八分之一，接收到的辐射通

量会如何减少？

提示：1) 当计算涉及小量 （ ）时，可以采用近似代换 ；2) 不考虑衍射。

图 4

V = k(−q)(
1

r
−

1

R
),

Cgap =
−q

V
=

4πε0rR

R − r
.

V = k
Qouter

R
,

Cext =
Qouter

V
= 4πε0R.

C = Cgap + Cext = 4πε0 (
rR

R − r
+ R) =

4πε0R
2

R − r
.

S

Cgap = 22.3 pF Cext = 22.3 pF

225 V

D = 0,5 m R = 2 m

r

α α ≪ 1 √1 − α ≈ 1 −
α

2
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题目译自官方英文原文。

答案

所需的接收器半径：

不采用小孔径展开时，几何计算结果为 。

线性尺寸缩小为原来的八分之一后的通量：

接收到的通量约降至原来的 四分之一，即损失 75%。不作展开的光线几何计算给出的保留比

例为 。

解答

所需的接收器半径

假设光源位于光轴上的远处，入射光线相互平行，且在反射镜的整个孔径内均匀照明。我们采用几何光学

方法，并忽略衍射。

设反射镜的顶点位于 ，曲率中心位于 。因此，其近轴焦点位于

将孔径半径记为

考虑一条位于光轴上方、高度为  的入射光线。设在其反射点  处，法线与光轴的夹角为 。由球面的

几何关系可得

根据反射定律，反射光线以与光轴成  的角度向光轴传播。当它到达焦平面  时，其带符号的高度

为

代入上述表达式，得

负号表示光线在到达近轴焦平面之前已经穿过光轴：这就是球差。

因此，该光线在这一平面内到光轴的距离为

rmin ≃
D3

16R2
≈ 2.0 mm.

2.024 … mm

Φsmall

Φfull
≃

1

4
.

0.25449 …

z = 0 z = R

f =
R

2
= 1 m.

a =
D

2
= 0.25 m.

h P θ

h = R sin θ, zP = R(1 − cos θ).

2θ z = f

yF = h − (f − zP ) tan 2θ.

yF = R sin θ − R(cos θ −
1

2
) tan 2θ

= −
R sin θ(1 − cos θ)

cos 2θ
.
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对于本题给定的孔径，分子随  增大而增大，而保持为正的分母随之减小。因此，  随  增大而增

大，所需的圆盘半径由最外缘的光线决定：

代入给定数值，得

为得到题目要求的小量近似，注意到

利用题目给出的展开式，

因此，在  中保留最低阶非零项，得

于是，

探测器尺寸缩小后的通量

线性尺寸缩小为原来的八分之一后，探测器的半径为

由于  随  增大而增大，这个较小的圆盘接收的是反射镜孔径中央区域反射的光线，该区域的半径 

由下式确定：

利用刚刚导出的三次方关系，

因此

当入射照明均匀且反射率均匀时，反射通量正比于向探测器贡献光线的孔径投影面积。因此，

ρ(h) =
h(1 − √1 − h2/R2

)

1 − 2h2/R2
.

h ρ(h) h

rmin = ρ(a) =
a(1 − √1 − a2/R2

)

1 − 2a2/R2
.

rmin = 2.024 … × 10−3 m.

h2

R2
≤

a2

R2
=

1

64
≪ 1.

1 −√1 −
h2

R2
≃

h2

2R2
.

ρ(h)

ρ(h) ≃
h3

2R2
.

rmin ≃
a3

2R2
=

D3

16R2
=

(0.5)3

16(2)2
m = 1.95 × 10−3 m ≈ 2.0 mm.

rsmall =
rmin

8
.

ρ(h) h b

ρ(b) =
ρ(a)

8
.

b3

2R2
=

1

8

a3

2R2
,

b =
a

2
.

Φsmall

Φfull
=

πb2

πa2
≃ (

1

2
)

2

=
1

4
.
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因此，接收到的通量约降至原来的四分之一。

作为比较，使用未经展开的  表达式，由方程  得到 ，从而

与最低阶近似结果一致。

解答已与官方解答核对。本解答与官方解答不同之处，均为官方解答中的错误或印刷错误。

ρ(h) ρ(b) = ρ(a)/8 b = 0.126117 … m

Φsmall

Φfull
= 0.25449 … ,
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