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IPhO 1970

Theorieaufgaben und Losungen - Moskau, UdSSR - 4 Theorieaufgaben mit vollstandigen
Losungen
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Aufgabe 1: Motorbetriebener Wagen auf einem auf einem Tisch
gleitenden Stab

[
Ein langer Stab mit der Masse M = 1 kg liegt auf einer glatten horizontalen Tischoberflache, auf
der er sich reibungsfrei bewegen kann. Ein mit einem Motor ausgestatteter Wagen kann auf der
oberen horizontalen Flache des Stabes gleiten; die Masse des Wagens betragt m = 0.1 kg. Der
Reibungskoeffizient des Wagens betragt p = 0.02.

Der Motor wickelt einen Faden mit einer konstanten Geschwindigkeit vg = 0.1 m/s auf eine Welle
auf. Das andere Ende des Fadens ist im einen Fall an einer weit entfernten ortsfesten Halterung
befestigt (Abb. 1, a), wahrend es im anderen Fall an einem Pfosten am Rand des Stabes befestigt
ist (Abb. 1, b). Wahrend man den Stab festhalt, Iasst man den Wagen auf die Geschwindigkeit V}
kommen; anschlieBend wird der Stab losgelassen.
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Abb. 1

Zum Zeitpunkt des Loslassens befindet sich die Vorderkante des Wagens im Abstand [ = 0.5 m
von der Vorderkante des Stabes. Bestimmen Sie fur beide Falle die Bewegungsgesetze sowohl
des Stabes als auch des Wagens und die Zeit, nach der der Wagen die Vorderkante des Stabes
erreicht.

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Gbersetzt.

Antworten

Wahlen wir den Zeitpunkt des Loslassens als t = 0 und die Vorwartsrichtung als positive
Richtung. Mit p und x. bezeichnen wir die Verschiebungen des Stabes bzw. des Wagens
gegenlber ihren jeweiligen Anfangspositionen. Mit g = 9.8 m s~ 2 definieren wir

0 Mg Vo

= 0.0196 ms 2, t,= — ~b5.1s.
a
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¢ (a) Faden an der ortsfesten Halterung befestigt:

1 2
S at?, 0<t<t,,
xc(t) = UOta xb(t) = 9
v
vot — —, t>t,.
2a

Nach ¢, bewegen sich beide Kérper mit 0.1 m s—!. Der Wagen erreicht die Vorderkante
niemals: Der verbleibende Abstand betragt

Mv%
dpin =1 — ~ 0.25 m.
2umg

¢ (b) Faden am Stab befestigt:

zy(t) = 0, zc(t) = vot.

Der Stab bleibt in Ruhe, und der Wagen erreicht dessen Vorderkante nach

l
tedge = U—O = 5.0 S.

\

Losung

Wir betrachten den Faden als masselos und undehnbar und verstehen unter vg seine konstante lineare
Aufwickelgeschwindigkeit. Der Faden verlauft horizontal, sodass die Normalkraft auf den Wagen mg
betragt. Wahrend des Gleitens hat die Reibungskraft den Betrag

f = pmg.
Der Tisch Ubt keine horizontale Kraft auf den Stab aus.
Vor dem Loslassen ruhen in beiden Anordnungen sowohl der Stab als auch der Befestigungspunkt des
Fadens. Daher betragt die Anfangsgeschwindigkeit des Wagens

VO = p-.
Das Loslassen bewirkt keinen KraftstoB, sodass unmittelbar danach gilt:

vp(0) = 0, v.(0) = vy.
(a) Faden an der ortsfesten Halterung befestigt
Da das entfernte Ende des Fadens festgehalten wird, nahert sich der Wagen beim Aufwickeln mit der
Geschwindigkeit vy diesem Ende mit derselben Geschwindigkeit:
Ve = o, xr. = vot.

Anfangs gleitet der Wagen relativ zum Stab nach vorn. Die Reibung wirkt auf den Wagen nach hinten

und auf den Stab nach vorn. Bezeichnet 1" die Fadenspannung, so liefert das zweite Newtonsche
Gesetz

mo.=T — f=0, Moy = f.
Somit gilt T" = f, und der Stab erféhrt die konstante Beschleunigung

S pmg
M M
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Solange der Wagen nach vorn gleitet, gilt

vy = at, Ty = Eat2.

Die Relativgeschwindigkeit betragt
V. — Vp = vy — at.

Sie verschwindet zum Zeitpunkt

v Mo
t,= — =" ~51s.

a umg

Die Verschiebung des Wagens nach vorn relativ zum Stab bis zu diesem Zeitpunkt betragt
1 v2 Mv?
Smax = Te(ts) — @p(ts) = vots — Eatz = ﬁ = 2umog'
Numerisch ergibt sich
1(0.1)2
Smax ~ 0.255 m.

~ 2(0.02)(0.1)(9.8)

Da smax < I = 0.5m, hat der Wagen die Kante noch nicht erreicht, wenn die Relativbewegung zum
Stillstand kommt.

Zum Zeitpunkt £, haben beide Korper die Geschwindigkeit vg. Danach konnen sie sich ohne horizontale
Krafte gemeinsam weiterbewegen: Sowohl die Reibungskraft als auch die Fadenspannung sind null. Die
durch die Gleitreibung verursachte Beschleunigung muss daher zu diesem Zeitpunkt aufhoren. Fir
t>t, gilt
Vp = Ve = Vo,
und
2
Yo

zp(t) = xp(ty) + vo(t — ty) = vot — —.
2a

Der Abstand zwischen den Vorderkanten betragt

1
| — vt + Eat2, 0<t<t,,

d(t) =14 zp(t) — z(t) = 2

— 50

Sein Endwert betrdgt ungefahr 0.245 m, sodass es keine endliche Ankunftszeit gibt.

[ t>t,.

(b) Faden am Stab befestigt

Hier verkirzt der Motor den Abstand zwischen dem Wagen und einem am Stab befestigten Punkt.
Daher gilt

Ve — Vp = Vg-
Alle horizontalen Krafte sind innere Krafte des Systems aus Stab und Wagen: Der Faden zieht den
Wagen nach vorn und den Stab nach hinten, wahrend die Reibung ein gleich groBes, entgegengesetzt
gerichtetes Kraftepaar in den jeweils anderen Richtungen bewirkt. Daher bleibt der gesamte horizontale
Impuls erhalten:

Muvy + mv, = muy,
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wobei die rechte Seite den Impuls zum Zeitpunkt des Loslassens angibt.
Einsetzen von v. = vy + vg ergibt
Muvy + m(vy + vg) = muy,
also
vy = 0, Ve = V9.
Somit gilt
zy(t) =0, z.(t) = vot.

Die Fadenspannung ist gleich der Gleitreibungskraft, ' = umg, sodass die resultierende Kraft auf
jeden Korper null ist.

Der Abstand zwischen den Vorderkanten nimmt gleichmaRig ab:
d(t) = l — ’Uot.

Setzen wir d = 0, so erhalten wir

0.5m
begee = —2 505,
dge = ) 1ms 1 >

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.

Aufgabe 2: Masse des Wasserstoffatoms aus der NaCl-Elementarzelle

[
Eine Elementarzelle eines Natriumchloridkristalls (Kochsalz — NaCl) ist ein Wirfel mit der

Positionen der Natriumatome, wahrend die weiBen Kreise Chloratome darstellen. Der gesamte

von Natrium betragt 23 und die von Chlor 35,5. Die Dichte von Kochsalz betragt
p=222-103 kg/m3. Bestimmen Sie die Masse eines Wasserstoffatoms.

Abb. 2

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Gibersetzt.

eulersolve.org/ipho/1970/

Kantenlinge a = 5.6 - 1071 m (Abb. 2). Die schwarzen Kreise in der Abbildung kennzeichnen die

Kochsalzkristall ergibt sich durch Wiederholung solcher Elementarzellen. Die relative Atommasse
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Antworten

e Aufgabe 2. myg ~ 1.67 x 1027 kg, oder auf zwei signifikante Stellen gerundet

1.7 x 102" kg|

L

Losung
Aufgabe 2.
Die einer Elementarzelle zugeordnete Masse ist das Produkt aus ihrem Volumen und der Kristalldichte:
3

MZeIIe = pa .
Um die zu einer Zelle gehorenden Atome zu zahlen, bertcksichtigen wir, dass sie von benachbarten
Zellen gemeinsam genutzt werden. Ein Atom an einer Ecke gehort zu acht Zellen, eines in der Mitte
einer Kante zu vier und eines in der Mitte einer Flache zu zwei. Ein Atom im Inneren des Wiirfels gehort
vollstandig zu dieser Zelle.

Die weiBen Kreise stellen Chloratome an den acht Ecken und den sechs Flachenmittelpunkten dar. lhre
effektive Anzahl pro Zelle betragt

o (1) o3) -

Die schwarzen Kreise stellen Natriumatome an den zwolf Kantenmittelpunkten und im Wirfelzentrum
dar:

1
NNa:12<Z>—|—1:4.

Somit enthalt jede Elementarzelle vier NaCl-Formeleinheiten.

Fir die hier angestrebte Genauigkeit setzen wir die relative Atommasse von Wasserstoff gleich 1 und
vernachlassigen Massenanderungen durch chemische Bindung. Aus den angegebenen relativen
Atommassen folgt dann
MNa =~ 23my, mq) =~ 35.5my.

Folglich gilt

pa® = dmy, + 4mer ~ 4(23 + 35.5)mu = 234mp.
Auflosen nach der Masse des Wasserstoffatoms ergibt
pa®  (2.22 x 10°kg/m?)(5.6 x 10 ¥ m)?
234 234

Da die Kantenlange mit zwei signifikanten Stellen angegeben ist, gilt

my ~ —1.666... x 10" kg.

my ~ 1.7 x 10 %" kg|.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.
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Aufgabe 3: Geerdete Metallkugel im Inneren einer geladenen

Kugelschale

[

Im Inneren einer diinnwandigen Metallhohlkugel mit dem Radius R = 20 cm befindet sich eine
Metallkugel mit dem Radius r = 10 cm, die denselben Mittelpunkt wie die Hohlkugel hat. Die
Kugel ist durch einen sehr langen Draht, der durch eine Offnung in der Hohlkugel fiihrt, mit der
Erde verbunden (Abb. 3). Auf die duBere Hohlkugel wird eine Ladung ) = 10°%C aufgebracht.
Berechnen Sie das Potential dieser Hohlkugel und die elektrische Kapazitat des entstandenen
Systems leitender Korper und zeichnen Sie ein elektrisches Ersatzschaltbild.

2N
N
1

Abb. 3

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Ubersetzt.

Antworten

Aufgabe 3 hat keine nummerierten Teilaufgaben. In der geforderten Reihenfolge:

e Potential der auBeren Hohlkugel gegeniiber Erde:

V:MzQ%V.

47T€0R2
¢ Elektrische Kapazitat des Systems:
Ame R?
O = —— ~4.45 x 107" F = 44.5 pF.

¢ Elektrisches Ersatzschaltbild: zwei parallel geschaltete Kondensatoren zwischen der
auBeren Hohlkugel und Erde:

_ 4meorR
&P R

C ~ 22.3 pF, Ceoxt = 4megR =~ 22.3 pF.

L

Losung

Wir vernachlassigen die durch die kleine Offnung und den Verbindungsdraht verursachte Stérung und
behandeln die Erde als weit entfernten Leiter auf dem Potential null. Die Wanddicke der Kugelschale ist
vernachlassigbar, sodass ihre beiden Oberflachen den Radius R haben.
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Die duBere Kugelschale ist elektrisch isoliert und behélt die Gesamtladung Q. Die innere Kugel
hingegen kann Ladung mit der Erde austauschen.

Potential der auBeren Hohlkugel.

Die endgliltige Ladung auf der inneren Kugel sei q. Im elektrostatischen Gleichgewicht verschwindet
das elektrische Feld im Metall der Kugelschale. Eine gauBsche Flache innerhalb dieses Metalls
umschlieBt daher die Nettoladung null. Folglich tragt die Innenflache der Kugelschale die Ladung —gq,
und ihre AuBenflache tragt die Ladung

Qouter = Q +4q.
Wir setzen k = 1/(47r50). Eine gleichmaBig geladene Kugeloberflache erzeugt Uberall in ihrem Inneren
das konstante Potential kQ/R. Somit ist das Potential der inneren Kugel

(9.9
Vball—k(r + R)’

Da die Kugel geerdet ist, gilt
r
VWan =0 = gq= _QE'

Numerisch ergibt sich
g=—-5.0x10"°C.
Die Innen- und die AuBenflache der Kugelschale tragen daher jeweils +5.0 x 1079 C.

An der Kugelschale betragt das Potential

. Q+q  Q Ty  Q(R-7)
V=k—pg —’“§<1—§>——4mm~

Mit k& ~ 8.99 x 10° N m? C~2 ergibt sich

0.20 — 0.10 _

V = (8.99 x 10%)(107%) 0207 225 V|.

Elektrische Kapazitat des Systems.

Die Kapazitat ist die auf die isolierte Kugelschale aufgebrachte Ladung, geteilt durch ihr Potential
gegenuber Erde:

R2

- T

C:%ZAJ:’TFEO

Daraus folgt

1 (0.20)2 -
- ~ 4.4 1 F — 44.5 pF|.
%99 < 10° 0.20 — 0.10 5 x 10 5p

Elektrisches Ersatzschaltbild.

Die auf der Kugelschale gespeicherte Ladung setzt sich aus zwei Beitragen zusammen.

Das Feld im Zwischenraum entspricht dem eines Kugelkondensators zwischen der Kugelschale und der
geerdeten Kugel. Seine Potentialdifferenz betragt

v=k-0) (3 %)
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also ist seine Kapazitat

Das auBere Feld entspricht dem eines Kondensators zwischen der AuBenflache der Kugelschale und
der weit entfernten Erde. Da

Q outer

V= kg

gilt, hat dieser Beitrag die Kapazitat

Q outer
vV

Beide Kondensatoren haben die Kugelschale als gemeinsamen Anschluss. Ihre anderen Anschliisse —

Cext -

= 47T€()R.

die Kugel und die Erde - sind durch den Erdungsdraht verbunden, sodass sie parallel geschaltet sind:

rR —I—R) _ 4mrey R?

C = Cgap + Cext = 4meg (m R_,

Um das Ersatzschaltbild zu zeichnen, markieren Sie einen Knoten S fur die duBere Kugelschale und
teilen Sie die Verbindung in zwei Zweige auf. Zeichnen Sie in jeden Zweig einen Kondensator,
beschriftet mit Cy,;, = 22.3 pF bzw. C,y; = 22.3 pF. Verbinden Sie deren andere Enden an einem
gemeinsamen Knoten mit einem Erdungssymbol. Die Potentialdifferenz an jedem Kondensator betragt
225 V, wobei der Anschluss an der Kugelschale positiv ist.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.

Aufgabe 4: Spharischer Teleskopspiegel und ein scheibenformiger
Empfanger in seinem Brennpunkt

[
In ein Teleskop ist ein spharischer Spiegel eingebaut. Sein Offnungsdurchmesser betragt

D = 0,5 m, sein Krimmungsradius R = 2 m. Im Hauptbrennpunkt des Spiegels befindet sich ein
Strahlungsempfanger in Form einer kreisformigen Scheibe. Die Scheibe steht senkrecht zur
optischen Achse des Spiegels (Abb. 4). Wie gro3 muss der Radius 7 des Empfangers sein, damit
er den gesamten vom Spiegel reflektierten Strahlungsfluss auffangen kann? Wie wirde der
empfangene Strahlungsfluss abnehmen, wenn die Abmessungen des Detektors um den Faktor 8
verkleinert wirden?

Hinweise: 1) Fir kleine Werte von a (¢ < 1) darf bei der Berechnung die Naherung

a
vVi—ax1l-— 5 verwendet werden; 2) Beugung ist nicht zu berticksichtigen.

// I, /’V/,
..7
]
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Abb. 4

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Ubersetzt.

Antworten

e Erforderlicher Empfangerradius:

D3
16 R2

Ohne die Entwicklung fiir kleine Offnungen ergibt sich geometrisch 2.024 ... mm.

Prictin, B ~ 2.0 mm.

¢ Strahlungsfluss nach einer Verkleinerung der linearen Abmessungen um den Faktor
acht:

¢5m311 ~ 1

Sr 4

Der empfangene Strahlungsfluss nimmt ungefahr um den Faktor 4 ab, was einem Verlust
von 75% entspricht. Die Strahlengeometrie ohne Naherungsentwicklung ergibt einen
verbleibenden Anteil von 0.25449 . . ..

\

Losung
Erforderlicher Empfangerradius

Wir nehmen eine weit entfernte Quelle auf der optischen Achse an, die parallele Strahlen liefert und die
Spiegeloffnung gleichmafig ausleuchtet. Wir verwenden die geometrische Optik und vernachlassigen
die Beugung.

Der Scheitel des Spiegels liege bei z = 0, sein Krimmungsmittelpunkt bei z = R. Sein paraxialer
Brennpunkt liegt daher bei

= 1m.

/-
Den Offnungsradius bezeichnen wir mit
a= 2 = 0.25 m.
2
Betrachten wir einen einfallenden Strahl in der Hohe h liber der Achse. An seinem Reflexionspunkt P
bilde die Normale mit der Achse den Winkel 8. Aus der Kugeloberflache folgt
h = Rsiné, zp = R(1 — cos¥).
Nach dem Reflexionsgesetz verlauft der reflektierte Strahl unter dem Winkel 260 auf die Achse zu. Seine
vorzeichenbehaftete Hohe beim Erreichen der Brennebene z = f betragt
yr =h — (f — zp) tan 26.

Durch Einsetzen der obigen Ausdrlicke ergibt sich
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yr = Rsinf — R <cos€— %) tan 260

Rsin6(1 — cos )
cos 20 '

Das negative Vorzeichen bedeutet, dass der Strahl die Achse bereits vor dem Erreichen der paraxialen
Brennebene gekreuzt hat: Dies ist die spharische Aberration.

Sein Abstand von der Achse in dieser Ebene ist somit

h(1- VT R/R?)

1— 2h%/R?

p(h) =

Fiir die vorliegende Offnung wachst der Zahler mit k, wahrend der positive Nenner abnimmt. Daher
wéchst p(h), und die duBersten Strahlen bestimmen den erforderlichen Scheibenradius:

a(1-vI-a?/R2)

1 —2a2/R?

Tmin = p(a) =

Mit den gegebenen Werten ergibt sich
Pmin = 2.024 ... x 1073 m.

Um die geforderte Naherung fur kleine GroBen zu erhalten, beachten wir, dass

Mit der angegebenen Entwicklung gilt

Behélt man daher in p(h) nur den fiihrenden, von null verschiedenen Term bei, erhalt man
h3
h) ~ —.

Folglich qilt

a®> D3 (0.5)°
2R?  16R?  16(2)?

T min = m=1.95 x 103 m ~ 2.0 mm.

Strahlungsfluss nach der Verkleinerung der Detektorabmessungen

Eine Verkleinerung der linearen Abmessungen um den Faktor acht ergibt den Detektorradius

Tmin
Tsmall = 3

Da p(h) mit h wachst, empfangt diese kleinere Scheibe die Strahlen, die von einem zentralen Bereich
der Spiegel6ffnung reflektiert werden, dessen Radius b durch folgende Gleichung festgelegt ist:

p(a)
plb) = ——-

Mit der soeben hergeleiteten kubischen Abhangigkeit ergibt sich
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b3 B 1 a°
2R2 8 2R2’

also

—
2

Bei gleichmaBiger einfallender Beleuchtung und einheitlichem Reflexionsgrad ist der reflektierte
Strahlungsfluss proportional zur projizierten Offnungsflache, die zum Empfang am Detektor beitrigt.
Daher gilt

(I)small o 7'('b2 1 2 o 1
Sy maZ  \2) 4

Der empfangene Strahlungsfluss nimmt somit ungefahr um den Faktor vier ab.

Zum Vergleich: Verwendet man den Ausdruck fur p(h) ohne Naherungsentwicklung, liefert die
Gleichung p(b) = p(a)/8 den Wert b = 0.126117... m, und damit

¢ small
Pryp

in Ubereinstimmung mit dem Ergebnis in fiihrender Ordnung.

= 0.25449. . .,

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen. Wo diese Losung von der offiziellen Losung abweicht, enthalt die
offizielle Losung einen Fehler oder Druckfehler.
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